1.3. Normal Uzaylar

Bu boliimde; regiilerlikten daha kuvvetli bir ayirma aksiyomu tanimlanarak

bazi temel ozellikleri incelenecektir.

Tanim 1.3.1. (X, 7) bir Hausdorff uzay1 olsun. Eger,
VEKeF,FNK=0:3U,VersFCUKCVveUNV =0 (13.1)

onermesi gercekleniyor ise, (X, 7) topolojik uzayma normal topolojik uzay denir.

Uyar: 1.3.1. Literatiire bakildiginda; baz kaynaklar, [T1] ve 1.3.1. 6nermesini

gercekleyen topolojik uzaylar1 Ty—uzay1 olarak adlandirmigtir.
Ornek 1.3.1. (X, P (X)) en ince topolojik uzay1 normaldir.
Ornek 1.3.2. Her metrik uzay normal topolojik uzaydur.

Ispat: (X,d) bir metrik uzay olsun. (X,74) topolojik uzaymm ayrik olan
herhangi iki F, K kapal alt kiimesini alahm. Bu durumda; d(F,K) = p > 0

olmak zorundadir. Buradan

FcU={ Ba(z,p/3) € 14

zeF

ve

KcV= U Bd(x,,o/?))er

zeK



oldugu kolaylikla goriiliir. Diger yandan, U NV = () dir. O halde, (X, d) metrik
uzay1 d metriginin iirettigi topolojiye gore normal topolojik uzaydir. (Bu ispat

Prof.Dr. Mustafa Cigek’in ders notlarindan alinmigtar.)
Ornek 1.3.3. (R, 1) aligilmig topolojik uzay1 normal topolojik uzaydir.

Normal topolojik uzaylarin karakterizasyonu icin, 1.3.1. ile verilen 6nermeye

denk olan bagka tnermeler de vardir. Simdi bunlarin bazilarini verelim.

Teorem 1.3.1. (X, 7) bir Hausdorff uzay: olsun. Asagida verilen énermeler

denktirler.
(7) (X, 7) normal topolojik uzaydir,
(i) VF,K e F,FNK=0:3U,Ver>FCUKCVveUNV =0,

(1i1) VF C X, F € F ve F' C U kogulunu saglayan VU € 7 : 3V € 71 3 F C

VcVcuU.

Ispat: i = ii F N K = () kosulunu saglayan her F, K € F icin hipotezden;
FcUKcCVveUNV =0 olacak bicimde 33U,V € 7
vardir. Buradan

FF=X-UeF,FFCcCX—-FveFNnF =0



dir. X normal topolojik uzay oldugundan;
FCG,F'c G'"ve GNG' = 0 olacak bicimde 3G, G’ € 7

vardir. Buradan
GCcX-GcU
elde edilir. Diger yandan;
K=X-VeFKCX-KveKnK =10
oldugundan,

K Cc H,K' c H ve HN H' = () olacak bicimde 3H, H' € T

vardir. Benzer sekilde,

HCX-HCV
oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece, G N H = ) elde edilir.

12 = 111 Herhangi bir F' C X, F' € F ve F' C U kosulunu saglayan herhangi bir

U € 7 alalim. Bu durumda,
K=X-UeF ve FNK =10

olacaktir. Boylece, X in ayrik iki kapalisi elde edilir. X normal topolojik uzay
oldugundan;

FKeF,FNK=0:3GHecT>5FCGKCHveGNH=0
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olur. Buradan

FcGcGcX-HCX-K=U
olur.

1w = 1 FN K = () kosulunu saglayan herhangi iki F, K € F alahm. Bu

durumda, FF C U = X — K € 7 olur. O halde, hipotezden
F Cc G ¢ G C U olacak bicimde 3G € 7

vardir. Buradan,

KcH=X-GerveGnNH=1
dir.

Normal topolojik uzay olma 6zelligi kalitimsal bir 6zellik degildir. Karsit 6rnek

3] sayfa 145 de verilmistir.

Teorem 1.3.2. Normal topolojik uzayin kapali her alt uzay1 da normal topolo-

jik uzaydir.

Ispat: (X,7) normal topolojik uzay, A ¢ X ve A € F olsun. FNK =
kosulunu saglayan her F, K € F4 igin F4 C F ve X normal topolojik uzay

oldugundan;

FCUKcCVveUNV =0 olacak bigimde U,V € 7



vardir. Buradan
FCcG=UnAery,, KCH=VNAcTtyveGNH=1(
oldugu elde edilir.
Teorem 1.3.3. Normal topolojik uzay olma 6zelligi topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: (X,7) ve (Y,7) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. (X, 7) topolojik uzaymim normal topolojik uzay oldugunu kabul edelim.

F N K = () kosulunu saglayan her F, K € F' icin
J7HE) ) € Fve fH(F)NfTHEK) =0
dir. O halde,
fH(F)CG, fH(K)C HveGnNH = () kosulunu saglayan 3G, H € 7
vardir. f orten oldugundan;
FcCf(G) ve KC f(H)
olur. Her homeomorfizm acik fonksiyonlar sinifindan olduguna gore
f(G) ve f(H) e

olur. Diger yandan f(G) N f(H) = 0 dir. O halde, (Y,7") normal topolojik
uzaydir. Benzer sekilde, (Y, 7') normal topolojik uzay oldugunda, (X, 7) topolojik
uzaymin da normal topolojik uzay olacag: kolaylikla gosterilebilir.
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Sonug 1.3.1. Siirekli, orten ve agik fonksiyonlar altinda normal topolojik

uzaym goriintiisii de normal topolojik uzaydir.

Normal topolojik uzaylarin kartezyen carpimi normal topolojik uzay olmak
zorunda degildir. Kargit 6rnek [3] sayfa 144 de verilmistir. Ancak bu énermenin
kargit1 dogrudur. Yani carpim topolojik uzay normal ise her bir carpanda normal
topolojik uzay olmak zorundadir. Asagidaki énermede bu durum sonlu ¢arpim
i¢in gosterilmigtir.

Teorem 1.3.4. (Vk) (k =1,2,...,n) i¢in (X, 7x) n—tane topolojik uzay olsun

ve X = [] Xy kiimesi iizerinde 7 topolojileri yardimiyla tanimlanan ¢arpim
k=1
topolojik yapisi & ile gosterilsin. Bu durumda, (X, &) carpim uzayi normal

topolojik uzay ise, (Vk) (k = 1,2,...,n) igin (X, 7) topolojik uzaylar: normaldir.

Ispat: Izdiisiim fonksiyonlar: stirekli, acik ve érten fonksiyonlar oldugundan

ispat agiktir.
Teorem 1.3.5. Kompakt her Hausdorff uzay: normaldir.

Ispat: (X,7) kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun. Her F,K C X,F,K €

F,FNK=0i¢in F C X — K dir. O halde,

VeeF:x¢ K



olur. Kompakt her Hausdorff uzay: regiiler oldugundan;
r¢KeF: U, H er>2xe€U, KCH " ve U, NH" =)

dir. Bu sekilde elde edilen (U,), . C 7 ailesi F' nin bir agik ortiisii olur. F, X

den indirgenen yapisiyla kompakt oldugundan

3J ={z1,29,....,0,} C Fvardr> F C U = U Us,
k=1

dir. Diger yandan,

KCH:ﬁH“’eT

k=1

olur. Ayrica,

Vk=1,2,...n:U, NH™ =0
olduguna gore; H NU = ) elde edilir.

Teorem 1.3.6. (X, 7) bir Hausdorrf uzay1 olsun. Agagida verilen énermeler

denktirler.
(7) (X, 7) normal topolojik uzaydir.

(i) VE,K C X, F,K e F>FNK=0:f(F)={1} ve f(K) = 0 kogulunu

saglayan siirekli bir f : X — I = [0, 1] fonksiyonu vardir.



