
1.4.1. Tamamen Regüler Uzaylar

Önerme 1.4.1. (X; �) bir topolojik uzay olsun ve I = [0; 1] � R kümesi

(R;U) dan indirgenen yap¬s¬yla ele al¬ns¬n. Aşa¼g¬daki önermeler denktirler.

[TR1] 8F � X;F 2 F ve x =2 F koşulunu sa¼glayan 8x 2 X : f (x) = 0 ve

f (F ) = f1g olacak biçimde 9f : X �! I sürekli fonksiyonu mevcuttur,

[TR2] 8x 2 X ve 8V 2 V(x) : f (x) = 0 ve f (X � V ) = f1g olacak biçimde

9f : X �! I sürekli fonksiyonu mevcuttur.

·Ispat: [TR1] ) [TR2] 8x 2 X ve 8V 2 V(x) : x 2 U � V olacak biçimde

9U 2 � vard¬r. O halde, X � U 2 F ; x =2 X � U için

f (x) = 0 ve f (X � U) = f1g

olacak biçimde sürekli bir f : I �! X fonksiyonu mevcuttur. Ayr¬ca

f (X � V ) = f1g

oldu¼gu kolayca görülür. Böylece ispat tamamlan¬r.

[TR2]) [TR1] F � X;F 2 F olsun ve x =2 F koşulunu sa¼glayan herhangi bir

x 2 X alal¬m. Bu durumda; X � F 2 V(x) olur. Hipotezden,

f (x) = 0 ve f (F ) = f1g

olacak biçimde sürekli bir f : X �! I fonksiyonu mevcuttur.
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Tan¬m 1.4.1. (X; �) bir Hausdor¤uzay¬olsun ve I = [0; 1] � R kümesi (R;U)

dan indirgenen yap¬s¬yla ele al¬ns¬n.E¼ger; (X; �) topolojik uzay¬[TR1] önermesini

gerçekliyor ise, (X; �) topolojik uzay¬na tamamen reg�ulerdir denir.

Uyar¬1.4.1. Literatüre bak¬ld¬¼g¬nda; baz¬kaynaklar, [T1] ve [TR1] önermesini

gerçekleyen topolojik uzaylar¬T3=2�uzay¬olarak adland¬rm¬̧st¬r.

Örnek 1.4.1. Tamamen regüler her topolojik uzay regülerdir.

·Ispat: 8F � X;F 2 F ve x =2 F koşulunu sa¼glayan 8x 2 X için, X tamamen

regüler oldu¼gundan, f (x) = 0 ve f (F ) = f1g olacak biçimde 9f : X �! I

sürekli fonksiyonu mevcuttur. Buradan

x 2 G = f�1
��
0;
1

2

��
2 �

ve

F � H = f�1
��
1

2
; 1

��
2 �

olup G \H = ; dir. O halde, X regülerdir.

Teorem 1.4.1. Tamamen regülerlik kal¬t¬msal bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) tamamen regüler ve A � X olsun. Herhangi bir F 2 FA ve

a =2 F koşulunu sa¼glayan herhangi bir a 2 A alal¬m. Bu durumda,

F = K \ A olacak biçimde 9K 2 F
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vard¬r ve a =2 K olacakt¬r. X tamamen regüler oldu¼gundan,

f (x) = 0 ve f (K) = f1g

olacak biçimde sürekli bir f : X �! I fonksiyonu mevcuttur. O halde,

g = f=A : A �! X

x �! g (x) = f=A (x) = f (x)

fonksiyonu da sürekli olacakt¬r. Di¼ger yandan,

g (x) = 0 ve g (F ) = f1g

oldu¼gu kolayca görülür.

Teorem 1.4.2. Tamamen regülerlik topolojik bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm

olsun. (X; �) topolojik uzay¬n¬n tamamen regüler oldu¼gunu kabul edelim. Her-

hangi bir F � Y; F 2 F 0 ve y =2 F koşulunu sa¼glayan herhangi bir y 2 Y alal¬m.

f sürekli oldu¼gundan f�1 (F ) 2 F dir. f örten oldu¼gundan, y = f (x) olacak

biçimde bir x 2 X vard¬r, ayr¬ca x =2 f�1 (F ) dir. X tamamen regüler oldu¼guna

göre

g (x) = 0 ve g
�
f�1 (F )

�
= f1g
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olacak biçimde sürekli bir g : X �! I fonksiyonu mevcuttur. O halde,

h = g � f�1 : Y �! I

y �! h (y) = g � f�1

biçiminde tan¬mlanan h fonksiyonu sürekli ve

h (y) = 0; h (F ) = f1g

dir. Dolay¬s¬yla, (Y; � 0) tamamen regülerdir. Benzer şekilde, Y tamamen regüler

oldu¼gunda, X in de tamamen regüler olaca¼g¬gösterilebilir.

Teorem 1.4.3. (X1; � 1) ve (X2; � 2) iki topolojik uzay olsun ve X = X1 �X2

kümesi üzerinde � 1 ve � 2 topolojileri yard¬m¬yla tan¬mlanan çarp¬m topolojik

yap¬s¬S ile gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬daki önermeler denktirler.

(i) (X;S) çarp¬m topolojik uzay¬tamamen regülerdir,

(ii) (X1; � 1) ve (X2; � 2) topolojik uzaylar¬tamamen regülerdir.

·Ispat: i) ii (8k) (k = 1; 2) için ak 2 Xk olsun. Bu durumda,

K = X1 � fa2g ve F = fa1g �X2 � X

olup X den indirgenen yap¬lar¬yla tamamen regüler topolojik uzayd¬r. Di¼ger

yandan;

f : X1 �! K

x1 �! f (x1) = (x1; a2)
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ve

g : X2 �! F

x2 �! g (x2) = (a1; x2)

fonksiyonlar birer homeomor�zm oldu¼gundan (X1; � 1) ve (X2; � 2) tamamen regülerdir.

ii ) i Herhangi bir x = (x1; x2) 2 X ve herhangi bir V 2 V(x) alal¬m. O

halde, V1 � V2 � V olacak biçimde bir V1 2 V(x1) ve V2 2 V(x2) vard¬r. X1 ve X2

tamamen regüler oldu¼gundan;

f1 (x1) = 0 ve f1 (X1 � V1) = f1g

olacak biçimde sürekli bir f1 : X1 �! I fonksiyonu ve

f2 (x2) = 0 ve f2 (X2 � V2) = f1g

olacak biçimde sürekli bir f2 : X2 �! I fonksiyonu mevcuttur. Böylece, izdüşüm

fonksiyonlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanan,

g1 = f1 � P1 : X �! I

x �! g1 (x) = (f1 � P1) (x)

ve

g2 = f2 � P2 : X �! I

x �! g2 (x) = (f2 � P2) (x)

sürekli fonksiyonlar¬elde edilir. Buradan

h : X �! I

x �! h (x) = max fg1 (x) ; g2 (x)g
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biçiminde tan¬mlanan h fonksiyonunun sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r, ayr¬ca

h (x) = 0 ve h (X � V ) = f1g

eşitlikleri gerçeklenir.
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