1.4.1. Tamamen Regiiler Uzaylar

Onerme 1.4.1. (X,7) bir topolojik uzay olsun ve I = [0,1] C R kiimesi

(R, L) dan indirgenen yapisiyla ele ahnsin. Agagidaki énermeler denktirler.

TR, VF C X,F € F ve x ¢ F kosulunu saglayan Vo € X : f(z) = 0 ve

f (F) = {1} olacak bigimde 3f : X — I siirekli fonksiyonu mevcuttur,

TRy Vo € X ve VV € V(g : f(x) =0 ve f(X —V) = {1} olacak bicimde

df : X — [ siirekli fonksiyonu mevcuttur.

Ispat: [TR)| = [TRy] Vo € X ve VWV € V) : © € U C V olacak bigimde

AU € 7 vardir. O halde, X —U € F,xz ¢ X — U igin

f(x)=0ve f(X -U)={1}

olacak bicimde siirekli bir f : I — X fonksiyonu mevcuttur. Ayrica

f(X=V)={1}
oldugu kolayca goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

[TRs] = [TRy] F C X,F € F olsun ve z ¢ F' kosulunu saglayan herhangi bir

x € X alahm. Bu durumda; X — F' € V,) olur. Hipotezden,

fx)=0ve f(F)={1}

olacak bi¢imde siirekli bir f : X — [ fonksiyonu mevcuttur.
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Tamm 1.4.1. (X, 7) bir Hausdorff uzay1 olsun ve I = [0, 1] C R kiimesi (R, )
dan indirgenen yapisiyla ele alinsin.Eger; (X, 7) topolojik uzay1 [T’ R;| 6nermesini

gercgekliyor ise, (X, 7) topolojik uzayma tamamen regiilerdir denir.

Uyari 1.4.1. Literatiire bakildiginda; baz kaynaklar, [T3] ve [I'R;] énermesini

gercekleyen topolojik uzaylar: T3/, —uzay1 olarak adlandirmigtir.
Ornek 1.4.1. Tamamen regiiler her topolojik uzay regiilerdir.

Ispat: VF C X,F € Fvex ¢ I kosulunu saglayan Vo € X igin, X tamamen
regiiler oldugundan, f(z) = 0 ve f(F) = {1} olacak bigimde 3f : X — I

stirekli fonksiyonu mevcuttur. Buradan

xerf_l<[0,%D €T
FCH=f" (]%1}) €T

olup G N H = () dir. O halde, X regiilerdir.

ve

Teorem 1.4.1. Tamamen regiilerlik kalitimsal bir 6zelliktir.

Ispat: (X,7) tamamen regiiler ve A C X olsun. Herhangi bir F' € F, ve

a ¢ F kogulunu saglayan herhangi bir ¢ € A alalhm. Bu durumda,

F = K N A olacak bi¢imde 3K € F



vardir ve a ¢ K olacaktir. X tamamen regiiler oldugundan,

flz)=0ve f(K)= {1}
olacak bi¢imde siirekli bir f : X — [ fonksiyonu mevcuttur. O halde,

g=fna: A — X
r — g(x)=falz)=f(z)

fonksiyonu da siirekli olacaktir. Diger yandan,

g(x) =0veg(F)={1}
oldugu kolayca goriiliir.
Teorem 1.4.2. Tamamen regiilerlik topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. (X, 7) topolojik uzaymin tamamen regiiler oldugunu kabul edelim. Her-
hangi bir F* C Y, F € F' ve y ¢ F kosulunu saglayan herhangi bir y € Y alalim.
f siirekli oldugundan f~!(F) € F dir. f orten oldugundan, y = f (x) olacak
bigimde bir # € X vardir, ayrica x ¢ f~! (F) dir. X tamamen regiiler olduguna
gore

gx)=0veg(f(F))={1}



olacak bigimde siirekli bir g : X — [ fonksiyonu mevcuttur. O halde,
h=gof?t: Y — I
y — h(y)=gof™

bigiminde tanimlanan h fonksiyonu siirekli ve

h(y) =0,h(F) = {1}

dir. Dolaysiyla, (Y,7') tamamen regiilerdir. Benzer sekilde, Y tamamen regiiler

oldugunda, X in de tamamen regiiler olacag gosterilebilir.

Teorem 1.4.3. (X, 71) ve (X, 72) iki topolojik uzay olsun ve X = X; x Xj
kiimesi iizerinde 71 ve 7o topolojileri yardimiyla tanimlanan carpim topolojik

yapist G ile gosterilsin. Bu durumda, asagidaki énermeler denktirler.
(i) (X, S) carpim topolojik uzay: tamamen regiilerdir,
(17) (X1,71) ve (X2, 72) topolojik uzaylar1 tamamen regiilerdir.
Ispat: = ii (Vk)(k=1,2) icin a; € X olsun. Bu durumda,
K =X, x{a} ve F={a1} x Xo C X

olup X den indirgenen yapilariyla tamamen regiiler topolojik uzaydir. Diger

yandan;

f: X1 e K

v — f(z1) = (71,02)



ve

g: X9 — F
Ty — g(2) = (a1, 72)
fonksiyonlar birer homeomorfizm oldugundan (X;, 71) ve (X2, 72) tamamen regiilerdir.
it = i Herhangi bir = (x1,22) € X ve herhangi bir V' € V;) alahm. O
halde, V; x Vo C V olacak bicimde bir Vi € Vi,,) ve Vo € Vy,) vardir. X; ve X,

tamamen regiiler oldugundan;

fi(z) =0ve fi (X; — V1) = {1}

olacak bicimde siirekli bir f; : X; — [ fonksiyonu ve

fa(x2) = 0 ve fo (X — V) = {1}

olacak bigimde siirekli bir f5 : Xo — [ fonksiyonu mevcuttur. Boylece, izdiistim
fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan,
Gg1=froP: X — 1

. — g ()= (fio ) (x)

ve

g2=faoPy: X — I

r — ga(7) = (fao ) (7)

stirekli fonksiyonlar: elde edilir. Buradan
h: X — 1

r — h(r)=max{g (), (z)}



bi¢iminde tanimlanan h fonksiyonunun siirekli oldugu aciktir, ayrica

h(z)=0ve h(X —V)={1}

esitlikleri gergeklenir.



