3-Cisim Problemi

3-cisim problemi, ilk olarak
Newton tarafindan 1687'de Principia'da
¢ozulen iki-cisim probleminden dogal
olarak izlenen klasik bir astronomik ve
fiziksel problemdir. Ik diisiincesinden bu
yana bir¢ok bilim adami ve matematikgi
bu problemi ve hareket olarak iyi bir
neden olarak degerlendirmislerdir.
Diinya'nin ve Gilines'in etrafindaki diger
gezegenlerin kesinlikle iki bedenli bir
problemi yoktur: 18. Yiizyildaki pek ¢cok
bilim adami, diger gezegenlerin ekstra
guclerinin Dunya'ya neden
olabileceginden endise ettikleri icin, bu
problemi kesfettiler. birkag bin yillik,
yoriingesini degistirmek ve ya giinese
dalmak ya da uzaya ugmak. Bununla
birlikte, yiizyillar siiren arastirmalara
ragmen, problemi basitlestirebilecek
koordinat doniisiimleri olmadigindan genel
ug-cisim problemine ¢6zum yoktur; iki-
cisim probleminden ya da sinirli {ig-cisim
probleminden farkli olarak (kitlelerden
birinin diger iki kiitleye kiyasla thmal
edilebilir oldugu bir sorun), ¢iinkii
karsilikli kuvvetlerin vektorleri kiitle
merkezi ile ayn1 hizada degildir. Her bir
bedenin diger iki organin hareketleriyle
birlikte diistiniilmesi gerekir. Bazilar1, yani
1912'deki Sundman, genel problemi
cozmek i¢in seri agilimlar yaratmis olsa da,
bu genislemelerin zayif yakinsamasindan
dolay1, sorunun dogadaki kaosun iyi bir
Ornegi oldugunu ve sadece sayisal
entegrasyon yoluyla simiile edilebildigini
gorebiliyoruz. Yine de, t¢-cisim
probleminin astrofiziksel Gnemi nedeniyle,
bircogu bu problemi kesfetmeye devam
ediyor, simiilasyonlar yaratiyor ve 6zel
durumlar aryor..

Boyle bir 6zel durum 1913'te
Barrau tarafindan kesfedilen Pisagor
problemidir: bu problemde kitleler 3, 4, 5
olarak ayarlanmis ve Pisagor dik liggenin
koselerine yerlestirilmistir.
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Figure 1.1 Initial configuration of the Pythagorean problem.

Cisimler harekete baslarken,
serbest birakildiklarinda birbirlerine
yaklagirlar, yakin bir karsilasma gecirirler
ve daha sonra cesetlerden birinin ugup
kalan iki formu bir ikili oldugu zaman geri
cekilirler..
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Daha sonraki ¢alismalar bu
davranisgin baslangicta ti¢ govdeli
sistemlere oldukga tipik oldugunu gosterdi:
yakin iki viicut yaklagimindan sonra
tictincii beden ucar. Giiclii bir sekilde
etkilesen ti¢c govdeli sistemler bile sinirl
bir dmre sahiptir ve biz dogada ¢ok fazla
sey bulmay1 beklemiyoruz. Yine de, ilk
uctincul problemin, Pisagor Sorunu'nu
kullanarak ilk 6rnek olarak etkilesimini
modellemeye karar verdim.



Her bir parcacigin hareket
denklemleri i¢in ¢6zdligiim genel {i¢ beden
problemini incelemek i¢in. Newton’un
Ikinci Yasasini géz oniinde bulundurarak,
her bir nesneyi etkileyen gucin:
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Bu ikinci mertebeden diferansiyel
denklemler, birlestirilmis birinci
mertebeden diferansiyel denklemler
sistemine ayrilabilir; Tam sistem i¢in
hareket denklemleri i¢in Ek A'ya bakiniz.
COzumleri 18 boyutlu bir durum
uzayindan daha basit bir 12-boyutlu durum
uzayina indirgemek i¢in ii¢ govdeli es-
dizlem olarak kabul edildi. Kartezyen
koordinatlarda ¢aligsmak, x ve y'deki
denklemler i¢in ¢oziimiimii basitlestirdi.

Matlab ve ode45 diferansiyel denklem
¢Ozucusunl (Runge-Kutta sayisal
yaklagma metodu) kullanarak, 1x10 » -10
rolatif ve mutlak hata toleransi ile
partikillerin ¢ozumlerini ¢ozebildik.
Bununla birlikte, {i¢iincii pargacigin t = 59
etrafinda ikiliden kagtig1 gbz oniine
alindiginda, yalnizca t <70 hareketi
herhangi bir resimsel ilgiden kaynaklanir;
t> 70 i¢in, li¢ tanecigin hareketi, kltle
merkezleri birbirinden dogrusal olarak
birbirinden bagimsiz hareket eden bir ikili
ve bir li¢ilincii cisim tarafindan dogru bir
sekilde tahmin edilebilir (yukaridaki sekle
bakiniz)

Genel Ug-cisim probleminin kaotik
dogasini ve hassas bagimliligini incelemek
icin akisin 6nde gelen Lyapunov iissilinil
inceledim. Son derece benzer baslangi¢
kosullarina sahip iki pargacik kiimesini

Log of the sum of the distances

piyasaya surerek, Lyapunov ussind,
zamana gore benzer noktalar arasindaki
mesafelerin toplaminin giinliigiiniin
degisim oranina bakarak buldum. Yani,
ortalama olarak Lyapunov Uslerini buldum.
Gibi noktalarin arasindaki mesafelerin
giinliiglinlin egimi.

Baslangigta sinirlandirilmis tig-cisim
sistemleri, Pisagor sorununda ve diger tig-
cisim problemlerinde oldugu gibi, bir
ikiliye ve bir kagan {i¢iincii parcaciga
doniistiigimde, sadece mesafelerin
toplaminin log oranini bulmak istedim. Ug
cismin birbiriyle yakindan etkilestigi
zamanlara gore puan noktalar1 arasinda.
Pisagor Sorunu'nda, 6zellikle Gizerinde
calistigim problem, viicut t = 59'da kagar,
bu ylizden sadece t noktasinin toplami1
arasindaki mesafenin toplami igin degisim
oranini dikkate aldik t <59. Ayrica, ¢linkii
sistem karakteristik hareketine yerlesmek
i¢in biraz zaman alir, biz de sadece t> 31
olarak kabul ettik. 31 <t <59 g6z 6niine
aldigimizda uzakliklarin toplaminin
egiminin 0.4211 oldugunu bulduk ve
boylece lider Lyapunov (isstl sonucuna
vardik 42 .4211. Bu, 6nde gelen Lyapunov
tisstiniin genellikle tipik oldugunu iddia
eden literatiirle oldukga iyi anlagiyor. = V5.

Flot of the log of the sum of the distances between each point
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Benzer noktalar arasindaki mesafenin
glinliigiiniin O (1) degerini astigin1
unutmayin, bu da duyarl bagimlilig1 ve
kaotik davranislar1 karakterize eder.

Genel Ug-Cicim Probleminde Kagis

Daha 6nce ima ettigim gibi, li¢ viicut
problemi genellikle bir ikiliye ve kacan
tiglincii bir cisme boliiniir ve kagis
kosullarin1 daha iyi anlamak istedim.
Lagrange-Jacobi kimliginde yararli bir
kacis gostergesi bulabilir:

I,
A=2T+V=2E-V

Eylemsizlik momenti sistemin
“kompaktlig1” n1 anladigindan,
eylemsizlik momenti blyirse daha biylk
ve daha biyuk bir sistemi gevrelemek igin
daha buyuk bir kireye ihtiya¢ duyulursa
ve bu durumda I '0 oldugunda sinirlayici
kiire daha biiyiik bir oranda genisler. .
Pratikte, bu ylzden, ben genellikle O bir
viicut kagigin1 gosterir. Pisagor problemi
icin I *degerini hesapladim ve sistemden
ticlincii cismin kagisinin, ayni anda,
sifirdan daha uzun bir siire 1srar ettigimi

kaydettigime dikkat ¢ektim..
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Sinirh 3-cisim Problemi
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Kisitli tig-cisim problemi, bir cismin
kltlesinden birinin (“Gglnci cisim”), iki
cismin kiitlesine (“primerler”) ve smirl
uc-cisim sorununa gore ihmal edilebilir
oldugu bir sorundur. yildiz, gezegen ve
asteroit veya uydudan olusan bir sistem
icin 1yi bir model olarak hizmet edebilir
(asteroid / uydu << kiitlesi veya yildiz
kitlesi gibi, bunun sinirli ti¢ gévdeli bir
problem oldugunu gorebiliriz). Bu
problemi arastirmak i¢in, donen atalet
referans ¢er¢evesindeki kisitli ii¢ viicut
problemini ele aldik.

Atalet referans gergevesi, kokenin kdtle
merkezi oldugu ve referans ¢ergevenin,
primerlerin (6rnegin bir y1ldiz ve bir
gezegen) olusturdugu ikili sistemle ayni
hizda donecegi sekilde ayarlanir; Boyle bir
cercevede, primerler sabit kalirken,
ticlincii gdévde (6rnegin bir uydu veya
asteroit) bunlar etrafinda doner. Cergeveyi,
on kenarlarin, daha agir birincil (6rn.
Yildiz) istirahat p iinitelerinin, yatay
eksende hem merkezden uzak, hem de
uclincu cismin pozisyonu ile
Olceklendirilmig 1 birim mesafe ile
ayrilmasi i¢in kurduk. (&, n):
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Bu ikinci mertebeden diferansiyel
denklemler, birlestirilmis birinci
mertebeden diferansiyel denklemler
sistemine bollnebilir. Donen cergeve
icinde hareket denklemlerinin ve
eslestirilmis birinci mertebeden
diferansiyel denklem sistemlerinin daha
tam bir tlrevi icin.

Ug cisim probleminin ilging bir yond,
gezegensel modelleme icin son derece
gecerli olduklari i¢in Lagrangian
noktalarinin varligidir. Lagrange noktalari
ya da librasyon noktalari, “sadece yer
¢ekiminden etkilenen kucuk bir nesnenin
kuramsal olarak iki blyiik nesneye gore
duragan olabilecegi yoriinge
konfiglrasyonundaki bes konumdur.”
Kisith tig-cisim problemi i¢in bu noktalar1
yerler olarak gorebiliriz. burada, iki ortak
yoriinge Onciilii ile ayn1 doneme sahip
donen referans cercevesinde, yercekimi
kuvveti, tiglincu cismin ilk iki cisme gore
bir dinlenmeye izin veren merkezkag
kuvveti dengelemektedir.

Lagrangian noktalar1 nerede bulunur:

g = f} =10
. A-pE+p _ ;r.(é'—(lq—un -0
m’ m
burada;
(=@ uy
-~ =0
A1 m

n = 0 oldugunda, ilk denklem agagidaki {i¢
kosulu verir:
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n # 0 oldugunda 2. esitlik sunu verir:
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n = 0 icin ilk denklemi yerine getiren
noktalar {i¢lincli Lagrange noktalar1 veya
“L3” noktalaridir, = 0 i¢in ikinci
denkleme uyan noktalar ilk Lagrange
noktalar1 veya “L1” noktalaridir ve {igiincii
denkleme uyan noktalardir. n =0 i¢in
ikinci Lagrange noktalar1 veya “L2”. H #
0 denklemine uyan noktalarn =" * /3
ve L5 n=-%* /3 oldugunda L4'tiir. L4
ve L5'in Lagrange noktalar1 ve iki primer
tarafindan olusturulan eskenar tiggenlerin
koselerinde nasil bulundugunu not edin.




Lagrangian Noktalar: ve Uygulamalart

Lagrangian noktalar1 son derece faydalidir ve hem doga hem de teknolojide bir¢ok
uygulamaya sahiptir. Giines sistemimizde, Giines-Jiipiter sisteminin Lagrangian noktalari
hakkinda kararlilik bélgesinde olan “Trojan” asteroitlerinde Lagrangian'in istikrarinin en

duraganligin1 gorebiliyoruz:

Kararl1 yoriingeye sahip Trojan asteroitlerinin L4 ve L5 noktalarinda nasil birlestigini,
Jipiter ve Giines ile eskenar liggenler olusturan noktalar1 diger iki nokta olarak not edin.



