BOLUM 6

PERTURBASYON TEORIiSi

6.1 Bozucu fonksiyon.

Uzaydaki herhangi ii¢ m;, my, m; cisminin bir O koordinat merkezi-

ne gore hareket denklemlerini
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Bilindigi gibi efer m; cismi olmasaydi geriye iki cisim kalacak
ve kiigiik m; cismi biiyiik m, cismi etrafinda bir Kepler elipsi gizecekti.
Bu béliimde m; cisminin ¢ekim tesiri ile bu elips iizerinde meydana ge-
lecek kiigiik degisiklikleri gorecegiz. Bu bozucu tesirleri veren teoriye

*Pgrtiirhasyon (tedirginlik) teuris}” denir.



m; cisminin m; ve m; iin etkisi altinda m, etrafindaki hareket denk-
lemi (2)~(1) den elde edilir: - -
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Simdi asagndaki kabulleri yapahm.

m; = m, : Giines

my; = m : herhangibir gezegen

m; = m’ : m in hareketini bozan ikinei bir gezegen
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Bunlan (4) te verlerine koyalm,
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Giines merkezli x, y, z dik koordinatlar sisteminde r nin koordinat-
lar (x, v, ) ve r’ niin koordinatlar: (x', ¥', z’) ise, (5) denklemi bize aga-
gndaki iig diferansiyel denklemi verir.
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A2 = (.xf - x)2 + (¥ - y)* + (2 — 2)? oldugundan, yukardaki iig
denklem
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haline gelir. (6) diferansiyel denklem sistemi; kiitlesi m olan bir geze-
genin, kiitlesi m, olan Giinegin ve kiitlesi m’ olan diger bir gezegenin ce-
kim etkisi altinda, Giines etrafindaki hareketinin denklemidir. Burada
R ye ‘bozucu fonksiyon’ adi wverilir.

6.2 Lagrange gezegen denklemleri.

(6) diferansiyel denklem sisteminin genel ¢bziimii mevcut degildir.
Yaklagik bir ¢bziim igin cesitli metodlar meveunttur. Biz burada “para-
metrelerin degisimi’ metodunu uygulayacaiz. Dikkat edilirse, iigiincii
cisim olmadig takdirde m’ = 0 ve dolaysiyla da bozucu fonksiyon
R = 0 dir. Geriye :
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kalr. (7) diferansiyel denklemleri iki-cisim probleminde m in m, etra-
findaki hareketinin denklemleridir. (7) nin ¢ziimii bilindigi gibi bir ko-
nik kesmesi (elips, hiperbol, parabol veya daire) dir. Yoriingenin elips
olmas: halinde, bu elipsin biiyiikliik, gekil ve uzayda ki durumu a, e, i,
Q, w, T elemanlar: ile belirlenir.

Parametrelerin degisimi metodunda énce bu elemanlar hesap edi-
lir. Sonra bu elemanlar yardimuyla m in m_ merkezli (x, y, 2) dik koor-
dinatlar sisteminde x, y, z koordinatlar

x =1, (a, e i w T,t)
vy =1f(a e i, 0 Tt (8)
i = f& {ﬂ-’ ﬂg i-g ﬂ, mg T‘ t}

seklinde elde ediliv (bak. 4. 8). Burada t, koordinatlar1 hesap etmek
istedigimiz am gistermektedir.

(8) denklemleri herhangi bir t anminda m in koordinatlarm wverir
ve boylece de iki-cisim problemi tamamen coziilmiis olur.

Simdi (6) denklemlerinin ikinci taraflarim géz éniine alahm. Yéani
m’ niin bu elips iizerinde meydana getirecegi bozucu etkileri inceli-



yelim. Bu durumda elips, bozucu etkilerin altinda gekil, biiyiiklik ve
uzayﬂ.a ki konumunu devamh olarak degig.ﬁréce-kﬁr. Dié‘cr bir dﬂy‘iﬁle
a, e, i, {1, w, T elemanlar artik sabit olmayacak zamamn, yini t nin bir
fonksiyonu olacaktir. Bu kabul altinda (8) deki x, y, z koordinatlarn ve
bunlarin ikinei tiirevleri (6) denklemlerinde yerlerine konur ve elde edi-
cek bagintilardan a, e, i, {), «, ve T nin t ye gére birinei tiirevleri elde
edilir. Parametrelerin veya keyfi sabitlerin degisimi adi altinda dife-
ransiyel denklemler teorisinde gok iyi bilinen bu metod, Lagrange tara-
findan gk mekanigine uygulanmis ve Lagrange gezegen denklemleri
denilen agafida ki denklemler elde edilmistir (Kaynak 2, Biliim 11):
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Son yiriinge elemam olan T yerine ona M = n (t - T) ile bagh
olan M in kullamlmasi kolayhk saglar. (9) denklemlerini kullanabilmek
igin énce R bozucu fonksiyonunun yiériinge elemanlar cinsinden hesap
edilmesi gerekir. '

6.3 Lagrange gezegen denklemlerinin Ay’in hareketine uygulanmasi.

Ay'in Yer etrafindaki hareket teorileri ¢ok zordur. Zira bir peyk
olarak Ay’m kiitlesi ¢ok biiyiiktiir ve iistelik Yer'e de yakmdir. Ay Yer
etrafinda gezerken Giines tarafindan bozulmaktadir. O halde, problem
bir ii¢ cisim problemi olafak incelenebilir.

Ana cisim kiitlesi m, olan Yer, hareketi incelenecek olan cisim
kiitlesi m olan Ay ve bu hareketi bozan cisim de kiitlesi m’ olan Giines



olsun. Ay’in Yer merkezli dik koordinatlan x, y, z, ve Giinegin Yer mer-
kezli dik koordinatlan x', y', 2’ olsun, 0 zaman Ay'in hareket denklem-
leri
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~ geklindedir. Burada R = Gm’ [ % - H_'!'_f.g_'{_ﬂ;] bozucu fonk-

siyondur.

(10) denklemlerinin ikinei taraflar: sifira egitlenir ve g¢oziiliirse
Ay'm Yer etrafindaki bozulmamug hareketinin yoriinge elemanlan
olan a, e, i, {), @, T elde edilir. Yer'in Giines etrafindaki veya Yeri sabit
telakki ettigimize gore Giinesin Yer etrafindaki hareketinin yoriinge
elemanlan da a’, &', 1', {2, w’, T" olsun.

(9) denklemlerini uygulayabilmek igin evveld R yi bu yériinge
elemanlan cinsinden hesap edelim. Hesaplar1 kolaylagtirmak i¢in Ay'mn
yoriingesini ekliptik diizlem iizerinde kabul edelim. O zaman i =0
olur (gergekte i ~ 5° dir). Yer'in ybriingesini de dairesel alahm
O zaman ¢ = O olur (gergekte ¢’ ~ 0,016 dur).

" Bu kabuller altinda Yer, Ay ve Giineg aym diizlemde olacaklarindan
- 2 koordinatina liizum kalmaz.



A}r'm- gikeel boylam : ¥

Giinesin gbksel boylam :

¥ olsun.

Kosiniis teoreminden
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Diger taraftan o herhangi kemiyet olmak iizere binom aghimindan
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Bu agthmi o = [(- -;—,}2 + 2 {%} cos (¥ ~¥")] olmak iizere (11) e
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elde ederiz. Bu agihmda r [ r’ miin ikinci dereceden biiyiik olan terim-
leri ihmal edilmigtir. Bu sonucu (11) de yerine koyarsak

1 .
= { 1 (S cos (P-9') + - (T2 4 (SPeos2(¥-))
buluruz. Diﬁm‘ taraftan o -1-,3‘?}7' = ”r cuﬁ:}["f" 1) tiir.  Yerin

yoriingesini dairesel aldifimiza gére r' = a’ yazabiliriz. Biitiin ]mn]art
R de yerlerine koyarsak ve kisaltirsak
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elde ederiz.

Simdi ¥ = Q 4+ @ + v bagimtismm kullanarak

()2 cos 2 (¥ -¥) = (%)z cos { 2v + 2 (@ + o —=F))
=2 (%]1 cos? v cos2 (0 4+ w —F") —(%}1 cos 2 (Q 4 w-1")

-2 [-E_- sinv | [% cosv] sin2 (Q + o -1 (13)
Diger taraftan eliptik agthmlardan (bak. Kaynak 2, Bélim 2),
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oldugu bilinir. (14) bagintilar1 (13) te yerlerine koyulur ve sonra (12) ye
nakledilirse, Ayin hareketini bozan fonksiyon olarak

R — n'2a {% &1 wooedl- _;- o2 ca2M - 1_; e2 cos (2Q-+20-2'F")
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(2Q420w-2F"4-2M) + jecos (2Q+2w-21"+3M)+ § €2 cos

(2Q + 20 -27" + 4M) }
Gm' (15)

elde edilir Burada n'? = tiir.
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leri bulmak, bunlan (9) denklemlerinde yerlerine koymak ve integre
ederek bozulmus a, e, i, {1, w, T degerlerini elde etmektir. Biz burada,
yukanda séylediklerimizi sadece R deki bir tek terimi alarak gbsterece-
fiz. Diger terimler i¢in de aym yol takip edilir.

Simdi yapilacak is (15) ten

Ornek terim olarak parantez igindeki altiner terimi alahm: O zaman
R = # n'2a? cos (2Q 4 26 - 2% 4 2M) olacaktir. Buradan,
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_gﬂli =-% n'2a2 sin (2Q + 20 -2'¥" 4 2M)
f_j =_% na? sin (2Q + 20 - 2% + 2M)
4R

L =—%n’39.3 sin (20 + 20 - 2% + 2M)



bulunur, Bu degerleri (9) deklemlerinde }rtrlﬂr::me koyar ve kisaltirsak,
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Simdi (17) diferansiyel denklemlerinin mnasil integre edildiklerini
gbrecefiz:
Bir t, aninda Ay'in ve Giines'in ybringe elemanlan tayin edilir.
Bu elemanlar a,, ¢, i, {1, , 0, T, ve a',, &, i',, @', &', T', olsun.
0 zaman To' = .an + mnr + nru (t - T*u} Ve Mu = I, {t_Tn}

olacaktir, Bunlan (17) denklemlerinin ikinci taraflarinda yerlerine ko-
yalm.

-
j: —_ 3: = E]ﬂ,ﬂ- [ﬂﬂ + mu — n’° = mfu + n’uT'u — nuTn_{nru'no)t]

o

d 3n', v1-e,2 ’
‘i = % sin2 [Q,+ w2 -0’y +n nT'n_nuTn_{nrﬂ_nil]t]

di

e =0

dg) | '

o = ¢ a®)
den

=0

‘;P‘: = g — 3:; 2 cos2 [na—i_mn"‘ﬂ-:n_m'u-l_nanin_nuTu_{n'u'nD}t}

]



(18) diferansiyel denklemlerinin sag taraflar: artik sadece t nin (za-
manin) fonksiyonudur ve dolaysiyle kolayea integre edilebilir. Integre
ederken dogacak olan integrasyon sabitlerini t, am igin hesap etmis
bulundufumuz ybriinge elemanlan olarak segeriz. Boylece elde edece-
gimiz a, e, i, (), @, T elemanlan artik hozulmus elemanlar olacaklardir.
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Q =Q,
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M=M 4 T sin2 [Q 4w, L)' —e';+n' T —n T ~(n';-n)t]

Burada i nin sifir olusu baslangigta i n sifir segmemizden ileri
gelmektedir. Son denklemde ise integrasyondan sonra n,t mevcuttur,sa-
“biti de -n T, secerek ikisi yerine M, yazms olduk.

(19) denklemleri herangibir t aninda ki yeni yoriinge elemanlarim
verir. Dikkat edilirse, bozucu fonksiyondan &rmek olarak sectigimiz
terimden dolay: L} ve w da bir degigme olmamaktadir. Bu terim sadece
a, e, ve M yi degistirmektedir. Aym sekilde diger terimlerin de etkileri
hesap edilir ve sonuglar birlestirilirse elemanlar iizerinde ki toplam bozu-
cu etkiler elde edilmis olacakur.

Burada genel hatlarim izah ettigimiz ve basit bir uygulamasim yap-
tifimz "parametrelerin degisimi metodu’undan baska Encke metodu,
Newcomb metodu, Hansen Metodu vs. gibi ¢ok kullamlan diger pertiir-
basyon metodlar: da meveuttur. Bu metodlar dzellikle Kaynak 2 de gok
iyi bir sekilde bulunabilir. Pertiirbasyonlarin geometrik anlamlar: igin-
se Kaynak 3 tavsiye edilir.
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