BOLUM 7

YORUNGELERIN NUMERIK INTEGRASYONU

7.1 Interpolasyon.

Baz: bagintilar sadece bir tablo seklinde elde edilebilir: gizlemler
veya bir deneyin sonuglar: gibi. Bu durumda serbest degiskenin (argii-
ment'in) ¢esitli degerleri i¢in bagimh degisken (fonksiyon) gézlemle ve-
ya deneyle elde edilmis olacaktir. Eger argiimentin degerlerini bir siituna
ve bu degerlere karsihk gelen fonksiyon degerlerini de hemen j,mmndakl
siituna yazarsak iki siitunlu bir tablo elde ederiz.

Simdi ardisik iki fonksiyon degerinin farklarimi ahp bu iki degerin
yazldiklar satirlarin ortasina gelmek iizere yeni bir siitiin meydana
getirelim. Bu siitundaki degerlere birinei farklar, aym yolla meydana ge-
lecek yeni bir siitundaki degerlere ikinei farklar vs. diyecegiz. Biylece
elde edilecek sonug tabloya ise “farklar tablosu’ adim verecegiz. Asa-
da y = x? fonksiyonunun x = 1, 2, 3, ... degerleri igin teskil edilmis
farklar tablosunu veriyoruz.

arg. fonk. lcif. 2eif. Jei £, deii £,
0 0
1 .
1 1 6
7 6
2 8 12 0
19 6
3 27 18 0
37 6
4 64 24
61

> 125



Eger tablomuz bir gézlemin sonuglarim iktiva ediyorsa, o zaman
birinci siitun, érnefin: zamam, ikinci siitiin ise drnefin: dlgiilen bir de-

gerler serisini gosterebilir.

Simdi bu tabloyu notasyonel olarak agafndaki gekilde gisterecegiz:

FARKLAR TABLOSU

arg f f f? B s
a — 3w fa
Fl_afs
a — 2w f,; fE. 5
foafs sl
a— o f—l F"l s P
= f‘ fl—ljrl Fn‘ F—l .|r= .". =1 Irl
flinlli f!|Jlll f‘;f!
a + (1] fl. Fl- 1
£1, /s 5/
a8 4+ 2w f; f*,
iy
a+ 3w 13

Buradaki & ya tablo arahfn adi verilir. Dikkat edilirse, bu tabloda
herhangi bir argiimente karsilik gelen fonksiyon degeri meveuttur, Fakat,
tabloda olmayan bir argiimente (Grnegin: a + qo, 0<<q < 1) karsihk
olan fonksiyon degeri de yine tabloda olmayacaktir. Iste bu degeri bul-
maya yanyan formiillere interpolasyon formiilleri denir. Asagida bugiin
igin en ¢ok kullamlan besg interpolasyon formiiliinden sadece birini veri-

yorugz.

Newton interpolasyon formiilii:

1 =
fla+ qo) = £, + gf 1y + LI g2 4

q(g-1) (g-2)

D@2 g5 4. )

Uygulama: logeosh x'in degerleri « = 0,002 arahkla asagida veriliyor.

X

0,360~
0,362
0,364
0,366
0,368
0,370

logecosh x = f

0,0275
0,0278
0,0281
0,0284
0,0287
0,0200

5462
5523
5137
6104
6623
7295

3980
7805
9665
7438

8989
2180

Logeosh 0,3655 in degerini hesap edelim:



Bunun igin 8nece farklar tablosunu teskil ederiz.

x f fr 2 2 {4
0,360 00275 5462 3980
3 0061 3825
0,362  .0,0278 5523 TBO5 152 8035
3 0214 1860 — 2122
0,364 00281 5737 9665 152 5913 —13
3 0366 TTTR — 2135
0,366 0,0284 6104 7438 152 3778 —3
3 0519 1551 — 2138 .
0,368 0,0287 6623 8949 152 1640
3 0671 3191

0,370 00200 7295 2180

Bizden 0,3655 in logcosh degeri isteniyor. Bu wverilen say
0,364 ile 0,366 arasindadur. Dolayisiyla 0,364 ii a harfi ile gisterir ve di-
ger harfleri ona giore tabloya isaretleriz. a + qu = x bajintisindan

0,364 4+ q 0,002 = 0,3655

denklemini, buradan da q = § degerini buluruz, $imdi q niin bu degeri-
ni ve f nin tabloda hazir olan degerlerini Newton formiiliinde yerlerine
koyalim.

£(0,3655) = 0,0281 5737 9665 -+ § x 0,0003 0366 7773 4+ & 1. (* 1)

0,00000152 3778 + i@ - 13} ,{% il (—0,000000002138)

= 0,0283 89498 7557

aramlan degerdir.

7.2 Sayisal (niimerik) tiirev.

Serbest degiskenle bagimh degisken arasindaki f(x) bagintis biliniyor-
sa f(x) in tiirevinin herhangibir x=a i¢in degerini bulmak igin f'(x) tes-
kil edilir ve burada x yerine a koyulur. Fakat, eger elimizde serbest de-
gigskenle bagimh deficken arasinda sadece bir tablo meveutza ozaman
yukandaki yolu izleme imkimmz yoktur, Bu durumda asagdaki for-
miilleri kullamiriz:

Birinei tiire-.-r alma formiili

df{x} - { Ly/a + £y foy _ = {ﬁ—dz + B34 /> H—% {fi-l."zz-i-f’dﬂ

+ ... (2




lkinei tiirev alma formiilii:

d2f (x) 1 1
T“pu'ﬁfo"""ﬁfﬂﬁ"“ (3)

Uygulama: f(x) = 2x2 — 1 fonksiyonunun x = 2 igin birinei ve
ikinei tiirevlerini sayisal olarak bulahm. Bunun igin &nce farklar tab-
losunu teskil etmeliyiz. Tablo tegkil edilirken ilk aramlan sey tablo arah-
fgimin bilinmesidir. Farzedelim ki w = 1 segilmigtir. O zaman, tiirev
degeri istenen deeri a olarak kabul ederiz ve tabloya bu degerin iistiinde
ve altinda iiger tane daha deger ilive ederiz. Bu durumda farklar tablo-
su asafidaki gibi olacakur.

df dzf
x f f1 f2 £3 “dx dx2
=1 1
<
0 = 4
2 0
1 1 4
6 0
2 ;. 4 8 4
10 0
3 17 4
14 0
4 31 4
18 '
5 49

Simdi (2) ve (3) ten,

d(2x2-1) 64+10 1  (0-0)
1l x [———-] — S s =8
dx i 2 6 2
d2(2x2-1) 1
12x | ] = 4 = — x0 =4
dxz x=2 12

elde edilir. Eger normal yolla tiirevler alimir ve x = 2 koyulursa yukan-
da buldugumuz sonu¢larin hi¢ hatas1 olmadif goriiliir. Sonuclarin tam
olugu iigiincii farklarin tamamen sifir olmasindan ileri gelmektedir. Bu bir
genel kaidedir, yéni ikinci dereceden bir polinomun iigiineii farklamn
gifirdir, ki bu da ikinei dereceden bir polinomun iigiincii tiirevinin sifir
olmasina egdegerdir, Efer tabloyu bir polinomdan degil de herhangibir
fonksiyondan meydana getirseydik, farklar kiigiilmekle beraber hi¢ bir



zaman sifir olmayacak ve dolayisiyla da sayisal olarak elde ettigimiz tii-
revler tam hassas olmuyacaktir.

7.3 Sayisal (niimerik) integrasyon.

‘Sadece tablolar seklinde bilinen fonksiyonel bagntilarda, integras-
yon agsafnda ki formiiller yardimiyla yapilir, Bu formiilleri yazmadan
once, farklar tablosunu sola dogru iki siitun genigletecegiz. Birinci ve
ikinei integrasyona karsihk gelen bu siitunlar: f nin sol iist tarafina ya-
zacafimz 1 ve 2 sayilan ile gosterecegiz. Bu durumda genigletilmis olan
farklar tablomuz asajdaki gibi olacaktir.

arg i i f f i 1. f+ - f?
a— 3w £,
f'slz
a — El:-] i_: fn-n!
' sfs /s
a — W ) LI f!"-l. llL"—n.
fi—i JI! —1 ||I'l I=|d—| ||I!
n ,fﬂ fﬂ f:u :r.il
' 'f, [z £, 12 2 s f*, 12
a4 w =f| fl FI f,
lf!lr! fl}fﬂ f:ﬂr!
at+2w M, f; :F,
'y fs s /s

a4+ 3w M, f,

Bir kath integral alma formiilii:

I 1 1 41 11 f31,f+f3,f
i3 TR 1/2 1°/2 2 1”12
= s {4]
ki kath integral alma formiilii:
a
— [ [ f(x)dx2 = 2, + ...Lf s __l__fz _;__ifnlun_ (5)

12 °® 240 * ° ' 60480

Uygulama 1: x =0 iken [f(x)dx ve | [f(x)dx2 = 0 olduguna gore f{x)
3x2-3 fonksiyonunun bir ve iki kath mtegra.]le:mm degerini x = 1,2,.
icin bulalim.

Verilen fonksiyonun bir ve iki kath integrallerinin degerleri x = 0
agin bilindiginden, bu degeri a olarak kabul ederiz ve bundan tnceki ve
semraki iicer degeri tabloya yerlestirip bunlara karsihk gelen fonksiyon



degerlerini ve farklar hesap ederiz. a ya karsihk gelen bir ve iki kath
integral degerleri zaten verilmig duramdadir. Bunlarida x ile 2f arasinda
iki siituna yazanz. Ju andaki durum asafidaki gibi olacaktar.

x [l fGx)dx® [ f(x)dx o f £ fr S
-3 24
—15
il 9 6
' —
- 0 6
—_—
0 0 0 —3 6
3
1 0 6
_ 9
2 9 6
15
3 24

Simdi (4) formiiliinden

1 1 -3 +'3
W e WL LY e
== £,/ -3 (-3) 1 ( 5 hura-dan da

If, [» = - 1,5 elde ederiz. Bu degeri tabloda yerine koyanz ve f; /2 -
If, [, =1f; den My[; =-1,5 sonrada fs/; - 5[, = f; den If5[, = 7,5
buluruz ve bunlar da tabloda yerlerine koyarnz. Ba andan itibaren
J f(x) dxi x = 1 i¢in integre etmeye haziriz. Bunun igin (4) formii-
miiliindeki indisleri bir gogaltinz, (Dikkat edilmelidir ki bunun nedeni
x = 1 i¢in integre edecegimizden degil sadece bir sonraki integrasyona
gectigimizdendir). -

1 :
-11— e SR T R B I i [ stin )

12 2

: 1. 3-9

=laeks U= ge =y
=-20

Biylece f(x) in bir kath integralinin x = 1 i¢in degeri —2,0 olarak elde
edilmig oldu. Bu degeri de tabloda [f(x) dx siitununa ve x = 1 in sati-
rina yazanz. Bu, x = 1 igin bir kath integrasyon islemini tamamlamg
olur.



Asajnda x = 1 igin integre edildikten zonra tablonun durumu
goriilmektedir:

x [[f@d* [f@x)de f £ f! i
—3 : 24
—15
—3 9 6
—9
—I 0 _ 3
—3
1 1] L] —3 [
—1,5 3
1 —2.0 [ 6
' —1,5 9
2 9 &
1.5 15
3 24

Simdi eger integralin degerini x = 2 i¢in bulmak istiyorsak formiil-
deki indisleri yeniden birer artiririz ve tabloda meveut degerleri formiilde
yerlerine koyarak sonucu elde ederiz. Ve boylece de integrasyonu is-
- tenildigi kadar uzatabiliriz.

Simdi de iki kath integralin hesabmna ge¢iyoruz: x = 0 igin iki
kath integralin degeri verilmis bulundugundan (5) formiiliinden

1 1 1
S = ¥ . A oo s
5 X 0 f, 15 (-3) 540 x.fr

Buradan da 2f;, = 0,28 eclde edilir. Bu degeri tabloda yerine koyanz
ve ), 25, Zf; degerlerini hesap edip onlan da tabloya gegiririz.
Bu anda iki kath integral degerini x = 1 i¢in bulmaya haznz. Bunun
igin (5) formiiliindeki indisleri birer artinnz.

. lf dx2 = 2f 1 f, - : f,2
17 [THx)dx2 =2 -4 - 775 £
1 1
= - 1,25

Bu deger [f f(x)dx2 nin x = 1 igin degeridir. Bunu tabloda yerine ko-
yarsak islem tamamlanmg olur. Asagida bu durumu gériiyoruz:



x [[f@dad  [f@)dx i if £ f! f*

—3 24
—15
— 9 [
—9
i) 0 6
-3
0 [1] 0 0,28 —3 1]
’ —15 3
1 —1,25 —2.0 —1,22 0 6
5
2 —2,72 g 9 &
7.5
3 4,78 24 15

lnt:egralin degerini x = 2 igin hesap etmek istiyorsak yine indisleri
birer gogaltmak ve yukarnda ki gibi igleme devam etmek gerekir. Ve
biylece devam eder. ...

Uygulama 2. t = 0 iken x, = 1 ve x, = 1 olduguna gbre

d2x

7 = alae ()

ikinei mertebe diferansiyel denkleminin « = 0,1 arabkla niimerik
integrasyonu:

Bu drnekte serbest degigken t oldugundan 7.3.4 ve 7. 3. 5 denklem-

leri
% Hf{t]dt 16y, =3 o= 35 —11'rz+f 1:"1] KoL 720 (f_azfz';ﬁlfg)

L (reode =2, m o i @)
PRl B +12 °" 230 '° T Tgoaso
seklindedirler. lkinci denklemden giriilecegi iizere sag taraftaki farklar
hesap edildikten sonra w? ile garpilacak ve ondan sonra x elde edilecektir.
Pratikte bu ¢arpma iglemi baglangigtan yapilir. Dolayiaiyla (1) yerine

dx2
dt2

f(t) = w?

= - wx
dif. denklemi integre edilir. Kisa olsun diye sol tarafi f ile gisterecegiz.

(2) denklemlerinde f(t)=c? koyahm, ®3)

dix
de?



f2+ f1

1f2]+ 11 f3_, [,4-£3

of o deity - £, 45 (2 (Lot Bl

dix 1 1 31
,” i =% t 33 f- 555 %+ Goago o -

0 : 0 :
i d2x . d2x i %
olur, t = 0 igin j v dt = x, ve J j T dt?2 = x, degerlerini

yerlerine koyarak

1 f _1 244 /3 11 £31/,4 s 1/2 |
=ML S Ayt ) W
1 31
1u=2§'ﬂ+ _l.i._fu,_szz + o A RO (5)

elde ederiz.

$imdi integrasyonu baslatacagiz. Bundan onceki trnekte serbest
degiskenin her degeri igin fonksiyon hesap edilebiliyordu. Burada ise bu
yapillamaz. Sadece t = 0 i¢in fonksiyon degeri olan x, = 1 verilmek-
tedir. Bunu ve & min degerini (3) te yerlerine koyahm,

£, = - (0,1)2.1 = - 0,01
buluruz. Bunu farklar tablosunda yerine koyalm.
x f 1f f f1 f2 f3
1 -0,01

Simdi de f1_; [, ve i [, mfir kabul ederek (4) ten
D,] .1 = lfl .||I2 + & {—ﬂ,“]} den lfl fz = 1},0'95
f2, 1 sifir kabul ederek (5) ten®

1

1=2f°+-.i-_2-

(-0,01) den A, = 1,000833

elde ederiz.

buluruz. Bunlarn tabloda yerlerine koyahm



x 2f 1f f f1 fz f3

0 1 1,000833 -0,01
0,095
0,1 1,095833
Simdi sira t = 0,1 igin x; in degerini bulmaya gelmistir. Bunun

igin (5) teki indisleri birer gogaltmak gerekir. Fakat tabloda f, degeri-
nin heniiz olmadifini gézoniine alarak biz (5) formiiliinii degilde New-
ton formiiliinden iki defa integral alarak elde edilen agafndaki formiilii
kullanacagz.

i % v T; f1_3/,-40,0791667 f2_,

+ 0,075 £3_¢/, ' (6)

Burada indisleri birer gogaltalim:
1 1
X, =% + 15 fot 5 thafat ...

Tablodaki degerleri yerlerine koyarak ve fl_, [, yi de sifir kabul
ederek

x; = 1,095833 + o (—0,01)
— 1,095000

x, igin buldufumuz bu deger gegici bir degerdir. Bunu (3) de yerine
koyarak f; = — (0,1)2. 1,095000

— — 0,010950

elde ederiz. f; in ve bu x, in gegici degeri talboda yerine konur ve fl, [,
de hesap edilir.

t x 2f 1f f f! f2

0 1 1,000833 —0,01
0,095 —0,000950
0,1 1,005  1,005833 —0,010050



Jimdi (6) formiilinden daha hassas olan
X, =2, e f, — g2 L (M
AR T E AT T T

formiiliindeki indisleri birer ¢ogaltinz ve x; i tekrar hesap ederiz:

1
xl=2f1+ —1'§" fl — s

= 1,095833 + — (— 0,010950)

= 1,094921

x,; in bu degeri daha iyi bir degerdir. Bunu (3) te }fe-rim.a koyarsak
f; = — 0,010949 buluruz. x, in ve f, in tablodaki eski degerlerini siler
yerlerine yeni degerlerini koyanz ve f1, [, yi de yeniden hesap ederiz.

- Durum asafidaki gibi olacaktir:
t X 2f If f f1 f2

1 1,000833 —0,01
0,095 —0,000949

0,1 1,094921 1,095833 - —0,010949

]

(7) formiiliinden x, i tekrar hesap edersek yine 1,094921 elde ‘ede-
riz. O halde x; kesin geklini almstir. :

Simdi t = 0,2 igin X, nin hesabma gegiyoruz. Once

|, — "), = f; den 'fy[, = 0,084051,
sonra 2f; — 2f; = Uy [, den 2f, = 1,179884 elde ederiz.
(6) daki indisleri tekrar birer ¢ogaltarak

1 1
x; = 2 + SFE f, + ST fluf + ...
= 1,179884 + — (—0.010949) + —> (—0,000949)

= 1,178893

Bunu kullanarak f; = — w? x; = —0,011789 elde ederiz. Bunlan
tabloda yerlerine koyahm: : g



t x * 'f f f! i f

0,0 1,000000  1,000833 —0,010000
0,095000 —0,000949

0,1  1,094921  1,095833 —0,010949 0,000109
0,084051 —0,000840

0,2  1,178893  1,179884 ©—0,011789

Simdi(7) deki indisleri tokeas bizer ¢ogaltip x; vi yeniden hesap edecegiz.

1 1
_— S E S
X2 f, 4 P e 540 f2,
1 1
= 1,179884 — —— (—ﬂ,ﬂll?ﬂg}— —_ . 0

12 240

= 1,178901
x; nin bu degeri daha sahhatlidir. Bu deger tabloda 1,178893 iin yerine
koyulur. Bu yeni x; degeri ile f; yi hesap edersek goriiriizki f, = —0,011789
¢ikmakta yani degismemektedir. O halde x; de kesin seklini almsg de-
mektir, Bundan sonra aynen yukanda oldugu gibi devam edilir....

Not. Bu érnekte denklemin sadece yaklasik ¢oziimlerinin elde edil-
digine dikkat ediriniz.

7.4 1ki cisim probleminin sayisal integrasyonu.

Kiitlesi Giineg kiitlesine giire ihmal edilebilen bir kiigiik gezegenin
yoriingesini niimerik integrasyonla elde edecegiz. Gezegenin hareket
denklemleri,




dt2 rd

= .
e s ¥ ' )
dt2 3

Buradar = (x24 y2)1 /2, k = 0,01720209895 tir. x,y,r astronomi hirimi
cinsinden, t ise efemeris giinii cinsinden dlgiilmektedirler.

Iki-cisim probleminden yériingenin elips olduju bilinir. Bu elipsin
yari-biiyiik eksen uzunlufm a =2 A. B. ve dis merkezligie = 0,2 olsun.

Zaman baslangic1 olarak cismin puﬁhe]ﬂﬂn gegis amm alahm,
O halde perihel noktasinda t = O dir. Aym1 zamanda T = O dir. P nok-

tasinda
x, =1, =a(l—e)=16A.B. vey =0 (2)
dir. Bu noktadaki hizin bilesenlerini bulmak icin,
x = a (cos E—-e)
y = ay/1—e? sin E den t ye gore tiirev alinz.
x = -asin E E
¥ = ay/l-¢2 cos E E
E yi n(t-T) = E-esin E den tiirev alarak bulalm.

n ka-3 2
n=E ook E, K = l-ecosE ~  l-ecosE dolayryla
i .o ka-3j2 '
x = -a sinE m
it ka3 [2
. - 1 il ] N
¥ = a4/ l-e? cos E TR

perihel noktasinda E = O oldugundan
x, = O

¥, = ayie? kal:“ﬂ = ——k ,J H" = 0,01489745 (3)

Simdi gayemiz belirli bir zaman a.ra]_lgl segmek ve buna tekabiil eden
x ve y degerlerini bulmaktir. Bu arahk éyle se¢ilmelidirki farklar tablosu
gittikge kiigiilsiin. Yukariki yériinge i¢in & = 10 giin secilebilir. 1ntegre
edecegimiz denklemleri bundan evvelki drnzkte oldugu gibi «? ile gar-
parak



fx=m1;€=—-k2m3xT
I (4)

fyzmzi;-'__h__kzmz:r_}
denklemlerini elde ederiz. Integrasyonu baglatabilmek igin t = — 30,

—20, —10, 0, 10, 20, 30 degerlerine tekabiil eden x, y, fx ve fy deger-

leri hesap edilir. Bunun igin

% p O T - £
n = \/ - = k — = 0,01720209795 = T

radyan x 579,2957795 = 0°,348464933 /giin, T = 0, a == 2, e = 0,2
oldugundan

n(t-T) = M den M
M = E —€SinE den E (5)
x = afcosE —e) den x

y = ay/l-e? SinE den y
2 = (‘xz _|_ }rz-}lfz den r
fx = — k2 w? x/r} den fx
fy = — k2w? y/[r} den fy.
hesap edilir. Bulunan degerler agagida verilmektedir.

t x fx ¥ fy
— 30 | 1,54843 | — 00109729 —0 44212 0,0031331
— 20 | 1,57697 | — 0,0112949 —0 29652 0,0021238
— 10 1,59423 — 00114924 —0 14879 0,0010726
0 1,60000 — 0,0115591 0, 00000 0,0000000
10 |1,59423 | — 0,0114924 0,14879 | — 0,0010726
20 | 1,57697 | — 0,0112949 0,20652 | — 0,0021238
30 [ 1,54843 | — 00109729 0,44212 | — 0,0031331

Bundan sonraki iglemleri yalmz birinei denklem igin yéni x ler igin
ayrintih olarak gisterecegiz. y ler igin de iglemler tamamiyle aym sgekilde
ve aym anda icra edilir.

Evveld fx in buldugumuz yedi deﬁérini tablo da yerlerine koyarz ve
besinci farklara kadar farklar tablosunu teskil ederiz,



t x ¥ f fx f f f? f f

—30 —0,0109729
— 3220
—20 —0,0112049 + 1245
; — 1975 .
+ 63
=10 —0,0114924 + 1308 —37
— G6T + 26 —15
0 L60000 °f, —0,0115591 4 1334 —52
' /s + 667 —26 + 15
10 1,59423 —1,0114924 -+ 1308 —37
+ 1975 — 63
20 1,57697 —af),0112949 4 1245
+ 3230
30 1,54843 —0,0109729

Simdi 'f; [, ve 2f, 1 hesap edecegiz, Perihel noktasinda x, ve %, verilmis-
ti 149 inci sayfadaki (4) ve (5) formiillerini tekrar yazahm.

: 1 1 fiy )+
o, = i,y — =1, — . (fulet Thia

11 f3_ f3 191 f3_ f3
+ o ( l.l'lé"' ]I'rz} _ 50480 { 12;' ]IFZ}
1 1 31
= 2 Eee i i et - Y2 AN -
Xo =% + 35 a0 o+ Goggo o
(2), (3) ve yukarki tablodan degerler yerlerine koyulursa
lfl Jl[i —_— = i],["]’STTgﬁ
f, = 1,6009638 elde edilir.

Simdi bu degerler tablo da yerlerine koyulur ve sonra da 1f;/[;, 1fs/,,
If, [, hesap edilir. Daha sonra da 2f;, 2f,, 2f; ve 2f; hesap edilir, ve tablo
agsafndaki sekli ahr.

t x a3 if f f! s £ s
—30 —0,0109729
—3220
—20 ; —0,0112949 1245 ,
—1975 63
—10 —0,0114924 1308 —37
—667 26 —15
0 1,60000 1,6009638 —0,0115591 1334 —52
—0,0057796 667 —326 15
10 1,59423 1,5951842 © o —0,0114924 1308 —37
—0,0172720 1975 —63
20 1,57697 1,5779122 —0,0112049 1245
—10,0285669 3220
30 1,54843 1,5493453 —0,0109729

—0,0395398
40 1,5098055



Dikkat edilirse farklan yazarken kagida sigsin diye soldaki sifirlan
koymadik. Biitiin bu f1, f2, f3, f4 ve f5 farklar da yedi ondahkhdirlar.

Simdi sira t = 40 igin x4 {in hesabina gelmistir. Bunun igin énce
Newton interpolasyon formiiliinden iki defa integral alarak elde edilen

= M, + g £y + g flafy + 00791667 £2., + 0,075 £/,

+ 0,07135 f4_3 + 0,0682 f5_, /» formiiliindeki indisleri dort gogaltinz:

X = M+ o= £+ - flgfy + 00791667 £ + 0075 By

+ 0,071235 f4, + 0,06882 3, [,
= 1,5098055 + e (—0,0109729) 4+ —— (0,0003220) + 0,0791667

(0,0001245) + 0,075 {—-—ﬂ,ﬂ'l]'[]ﬂl}ﬁ:i} + 0,07135 (—0,0000037) +
0,0682 (0,0000015) = 1,5089111
x4 igin buldugumuz bu deger gecici bir degerdir. Bu esnada yukardaki
iglemler ¥ ler igin de yapilmakta oldugundan y, igin de bir gegici deder
elde edilmig durumda olacakur. x4 ve y4 iin bu gegici degerleri (5) te
yerlerine koyularak fx; — — 0,0105371 degeri elde edilir, bu deger tab-
loda yerine konur ve saga dogru farklar alinarak tablo genisletilir.

Tablonun simdiki durumu agafdaki gibi olacaktir:

t  x of i fx f! £ I £
—30 —0,0109729
—3220
—20 —10,0112949 1245
—1975 63
—10 —0,0114924 1308 =
—667 2 |-
0 1,60000 1,6000638 —0,0115591 1334 —52
—0,0057796 667 —2 15
10 1,59423 1,5951842 —0,0114924 1308 —a7
—0,0172720 1975 —63 =T
20 1,57697 1,5779122 —0,0112049 1245 —44
—0,0285669 3220 —107
30 1,54843 1,5493453 —0,0109729 1138
—0,0395389 4358
40 1,50891 1,5098055 —0,0105371

Jimdi x4 iin yukaridaki gegici degeri daha hassas olan agajndaki
formiille test edilecektir:



xazzfu+_l.l§-‘fn_ : le :

HE:{{T. L -E-E-ﬂ_ f3_3 Il'lz —iLUﬂﬁﬁS f"..z

—0,0031 £5_s/,
indisleri dért gogaltarak,

1 1 1
eyl Byt B i 00S08. 15
— 0,0031 £5,/,
1 1 1

(—0,0000107) — 0,00365 (—0,0000044) —0,0051 (—0,0000007)
= 1,50892 _

x4 iin bu degeri yukarida buldugumuz gegici degerinden besinci
hanede bir birim fark etmekte oldugundan kesin deger olarak alnabilir.
Eger fark daha biiyiik olsayd: bu degeri kullanarak yeniden fx4 hesap
edilecek ve sonra da daha hassas x4 degeri aranacakt.

Bundan sonra sira t = 50 i¢in x5 in degerini bulmaya geliyor. Bunun
igin x4 it bulurken yapilan iglemler aynen tekrar edilecektir. Her defa-
sinda indisler bir gogaltilacak ve boylece integrasyon istenildigi kadar
yiiriitiilecektir.

x ler igin bu hesaplar yapilirken aym hesaplarin aym anda y ler
i¢in de yiiriitiilmesi gerekir. Zira f, ve f, lerin hesabinda hem x ve hem
de y degerlerine ihtiya¢ vardir. Yukanda x ler igin kullandifimiz for-
miiller x yerine y yazarak y lerin hesabinda kullamlmaktadir. Tekrar
ayrntiya girmeden y ler igin elde edilen sonuglar asajnda veriyorus:

t ¥ 3 i fy f1 £ oo £
—30 0,0031331
—10093
—20 0.0021238 —419
—10512 205
—10 0,0010726 —214 9
—10726 214 —9
0 0,00000 0,0000000 0,0000000 0 0
0,1488848 —10726 214 —9
10 0,14879 0,1488848 —0,0010726 : 214 —9
0,1478122 —10512 205 —15
20 0,20652 0,2966970 —0,0021238 419 —24
0,1456884 —10093 181
30 0,44212 0,4423854 —0,0031331 : G600
0,1425553 —0493

40 0,58460 0,5849407 —0,0080824



Boylece elde ettigimiz x ve ye degerleri (1) diferansiyel denklemle-
rinin ¢iziimleridir, Diger bir deyisle hareket eden kiiciik gezegenin koor-
dinatlandir.

7.5 Ug cisim probleminin sayisal integrasyonu.

Bundan énceki kisimda kiitlesi Giineginki yaminda ihmal edile-
bilen bir cismin Giines etrafindaki eliptik yériingesini biliyor kabul
etmis ve cismin perihelden baghyarak bu ybriinge iizerindeki hareketini,
yani herhangibir andaki koordinatlarini, niimerik integrasyonla elde
etmigtik. Orada kiigiik cismi eliptik hareketinden saptiran bir bagka
bozucu cisim (ligiincii cisim) meveut degildi.

Bu kisimda ise, kiigiik cismin Giines etrafindaki eliptik hareketinin
bir iigiineii cisim tarafindan bozuldugunu kabul edecek ve bu sart altin-
da kiigiik cismin koordinatlarnm bulmaya calisacagiz. Bu gaye igin en
¢ok kullamilan iki meshur metod vardir: Cowell ve Encke metodu. Biz
burada Cowell niimerik integrasyon metodunun hir uygulamasim vere-
cegiz. Bunun igin genellii bozmayacak fakat hesaplar kolaylagtira-
cak basit bir rnek segiyoruz.

Farzedelimki Yer ile Mars opozisyon haline gelmeden 100 giin énce
Yer'den firlatilan bir roket 285 giin sonra Mars’a varmugtir. Yer ve
Mars’in yédriingelerini aym diizlemde kabul edelim ve birincinin yargap
1 A.B. ve ikincinin yaricapa 1,523679 A.B. olmak iizere her iki ybriin-
geyi dairesel alahm. Keza Yer ve Marsin bu roket iizerine hig etki et-
mediklerini varsayalim. Bu durumda roketimiz Giines etrafinda bir
elips cizecektir. Gauss yorinde tayini metodunu uyguluyarak bu
yoriinge igin buldugumuz elemanlardan bize lazim olacaklan agagida
veriyoruz: '

a = 1,2638542315 A. B.

e = 0,2096211443

T = 5,8887884639 giin (atthg amindan itibaren)
n = 0,0121069838 rad /giin

%, — 0,0017404041 A.B. /giin

¥, = 0,0188324564 A.B /giin

Simdi Jipiter'in bu ytriinge iizerinde yapacaf etkilerden dolay:
roketin herhangibir andaki koordinatlan yukardaki eliptik elemanlar
vasitasiyla bulacagnmiz koordinatlardan farkh olacaktir, Dolayismiyla
Cowell metodunu kullanarak bu hozulmug koordinatlar1 bulmaya ¢a-
hisahm.



Sayfa 131’e gore roketin Jupiter etkisi altinda Giines etrafindaki
hareketinin denklemleri

Z-E:n—i}ioi;.;i‘lx_;.{;mf(_i‘_g;_"_.%_}

s i 1)
s m,+ m s ¥ y (
YIme?rT-—h}r-'-Gm{ A3 - 1'13‘}

dir. Burada x,y roketin, x',y’ Jiipiterin Giines merkezli koordinatlar

r = /x2 + y2, =4/x24y'2, A = 4/(x' —x)2 4+ (y' —y)2 dir ve
diizlemsel hareket kabul ettifimizden z koordinati mevcut degildir.

,.ﬂ'. J-L;F\Lfl

Giines kiitlesini birim kabul edecegiz. O zaman Jiipiterin kiitlesi
lﬂ‘3 olur. Roketin kiitlesi ise ihmal edilmektedir. m, = 1, m = 0, ve

= 10-3 koyarak ve bundan onceki drneklerde nldugu gibi integre
ﬂdecegmuz denklemleri 2 ile garparak,

w? k2

X— X
'3}—_1(

fl

fx =103 2 k2 (

iy : 2 k2 )
f =108 w2 @l — I — T

¥

denklemlerini elde deriz. Buradaki k2 — G dir.

Integrasyonu roketin atilis anindan itibaren baglatahm. Bu anda
t = 0 dir. Integrasyon arah@ olarak @ = 5 giin se¢iyoruz. Bu arahk
degeri deneme ile tespit edilmistir. Integrasyonu baglatabilmek igin



baslangig (t = 0) amindan #nce ve sonra ii¢ an igin roketin koordinat-
larmin bilinmesi gerekir. Bu koordinatlan

M =n (t—T) den M vyi
M — E — esinE den E yi

x a (cos E-e) den x i

y = a 4/ 1—e? sinE den y yi hesap ederek elde ederiz.
Bulunan degerler asagidadir:

TABLO 1
Roketin Koordinatlars

t X ¥
—13 0935339132 ; =1, 38T0342006
—10 0,961867269 —0,2970506011
- B 0,081426834 —10,2049166037
0 0,993788976 —0,1112810373
3 0,998806535 —0, 0168236826
10 0,996419212 0,0777582800
15 0986655738 0,171 Te50847

Simdi de Jiipiterin Giines merkezli koordinatlarina ihtiyacimmz
vardir. Bu koordinatlarin yukarida oldugu gibi yalmz yedi an igin
degil fakat biitiin integrasyon boyunca bilinmesi icab eder. Bereket
versinki biitiin gezegenlerin koordinatlar1 almanaklarda verilmektedir.
Gerekli tarihler i¢in bu koordinatlar ‘bu almanaklardan temin edilir.
Asafndaki tabloda bu degerlerin bize hazir olarak werildigini kabul
ediyoruz:

TABLO 2
Jiipiterin koordinatlan

- )

t x v
—15 —5,1565T60403 0,6912385393
—10 —5,1614505363 0,653846T009
—5 —5, 1660538970 0.6164205154

0 —5,1T03658804 0,5TB9619488

5 | —s5,1744462503 0,54147209680

1w | —5,1782348201 0,5039554491

15 —5,1817513642 0,4664116477

20 —5,1840957068 0,4288432495

280 —4,9789114631 —1, 5094794460

285" —4,9678403279 —1,54552580946




Son olarak yine ilk yedi an i¢gin roket iizerinde meydana gelen top-
lam ¢ekimi hesap edecegiz. Bunun i¢in Tablo 1 ve 2 deki koordinatlan
(2) denklemlerinde yerlerine koyariz. Bulunan degerler agagjidadir:

TABLO 3
Roket Uzerindeki Cekim

t fx fy
—15 —0,0066T11454 00027604855
—10 —0,0069T46730 00021539876
— 5 —0,0072041719 0,001 5042020

- —0,0073517767 0,0008232264

5 —0,0074122601 0,0001248407

10 —0, 0073834419 —0, 0005762063
15 —0,007T266363T =), 0012650168

Simdi (2) denklemlerinin sayisal ¢bziimiine gegebiliriz. Her iki
denklemi - ayr1 ayn integre edecegiz. Once birinciden baghyalim:

1. fx_3, fx_,, fx_,, fx,, fx;, fx;, fx; ve x, degerlerjni farklar tablosuna
yerlestiriniz,

2 flsfa B afo, £1y o £1 fo, f13 0,815 5, £2.9, £2.4, 125, £2,, £25, £33/,
£3_y [a, £y /5, B35/5, 04, 3, £4,, £5_, |5, 13, [5, {6, farklarim bulunuz.,

1 1 31
BF oo et R - M wcat US|
3%, = X — =5 o + g5 =
: 1 1 f1_ f1
) = ok, + 5 8, + o (a2t Db,
11 {ﬁ—lfz + 5 /2 i 191 ( 5,0 + 15/ )
720 2 60480 2

den 2f, ve !f; [, degerlerini bulup tabloya yerlestiriniz.

4. Zf]’ zfzg 2'f3, 2{4, lf3 ||r2,. lfﬂ"g, 1f7 ||r2 farklarim heaap ediniz.

§ L mp By e 1y /2 + 0,0791667 £2_, + 0,075f3_3

"'12

= 2 + — fx1 -+ - f11."z + 0,0791667 {2, + 0,075 £3_, [,

+ 0,07135 f‘*_l

xy = My + oo B+ gp flafy + 00791667 £2, + 0,075 £/,



+ 0,07135 4, 4 0,0682 f5_, [; den x,, x; ve x; degerlerini hesap edi-
niz. : :
fi. Bu %, %5, %, degerleri ile hirlikte, hunlara tekahiil aden Jiipiterin

x"l, x5, x'3 koordinatlarim I:Tahlu 2 de) kullanarak

x x w? k2

.c».l o r'l)_“ r}

fx = 10-3 &2 kz{ X ten yeni

FJE., fl’z = fx;

degerlerini bulunuz. Bu yeni degerleri farklar tablosunda eskilerinin
yerine koyunuz ve 2. 3. 4. ve 5. adimlarim yeniden tekrarlayimez.
Biylece yeni x,, x; ve xy degerleri elde edeceksiniz. Eger bu yeni deger-
ler eski degerlere gok yakin degil ise iterasyona devam ediniz. Aksi
halde 7. inci adima geginiz.

7. 5 inci adimn son denkleminden indisleri bir qogalfarak
X4 = oy 4+ —— 1 fxy 4+ —— 1 flg /s + 0,0791667 f2, 4+ 0,075

B33/, + 0,07135 f‘h + 0,&632 £5, [, + 0,065 f5,

denklemini ve buradan da x; degerini hesap ediniz.

8. Bu x4 degerine karsihk gelen x’y degeri (Tablo 2) ile birlikte 6. da
da .oldugu gibi fx; degerini hesap ediniz, farklar tablosundaki
yerine koyunuz, farklara asafn dogru genigletiniz ve 7. deki indis-
leri birer artirarak x5 degerini hesap ediniz.

9. Ve biylece integrasyona istediginiz kadar devam ediniz.

10. x yerine v koyarak 1. den 9. a kadar olan islemleri ikinei denk-
lemin integrasyonu igin uygulaymz. '

Not. Sonuglar sayfa 163 ve 164 de verilmektedir. Bu tablolarda kagida
sigmasi i¢in farklarn soldaki sifirlan yamlmamugtir. Biitiin degerlerin
on ondahkl olduguna dikkat ediniz, - . .



L x if 'f fx [ f 2 2 4 £ | [
—15 0,0066711454— |
| 3035276—
—10 0,00697T46730— . 740286
2294989 — T8655 :
—5 0,0072041719— 818942 . 26385—
- 147604T— 52370 4081—
1] 0,993 T8R9T60 0,9944019886 0,0073517T67— a71212 : 30466— | 2325
0,00501 74078 604634 — 21804 1755—
5 0,9988015212 0,9994193964 0,0074122601— 893017 32221— ' 77—
' ,0023948523— 288182 10417— 1832 —
10 0,9064080163 0,9970245441 | 0,0073834419— BB2599 34053— 155609
; 0,0097782942— 1170782 $4471— 13729
15 0,9866403525 0,9872462408 ) 0,0072663637— #38128 1 20324— 23375—
0,01 T0446579— : 2008907 64705— 9646—
20 0,96961 24985 09702015918 0,0070654729— 773332 29971 — 25431 .
: 0,0241101308— 2782240 O] m4TeE— 15784
25 W, 94552545604 09460914592 0,006 T872488— 678566 14186—
I




t ¥ £ i Ty fr f i r i I it
—15 0,0027604855
HO64985—
—10 0,0021530876 432865—
6497850— 120955
—3 0,0015042020 311910— V686 .
G097 60— 137817 ; 7200—
] 0,11126810373— 0,1113497125— 0,0008232264 174093— 9662 968—
0,0945161992 6083853 — | . 147479 8168—
5 0,0168232212— 0,0168335132— . 0,0001 248407 26614— 1494 1561—
0,0046410300 : T0104867— 148073 §T29—
10 | 00777595070 0,07TBOTS26T 00005762063 — 122359 B235— 6930
0,0940648339 6888108— ' 140734 2799—
15 | 0,1717T668380 01718723606 0,0012650168— 263093 11035—
0,0927998171 66249 06— 129699
20 | 0,2645113935 02646721778 0,0019275074— 392793
0,0908T22920 6232113— :
25 | 0,3553316390 0, 3555444690 0,00255071 88—
: 0,0883215737
30 | 0,4436055780 0,44 38660432




	12_yeni_bölüm
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35

