2. Topolojik Uzaylarda Baglantililik
2.1. Baglantili Topolojik Uzaylar

Tamim 2.1.1. (X, 7) topolojik uzayinin her biri bos kiimeden farkl olan ayrik

iki agiktan olugan bir ortiisii yok ise, (X, 7) topolojik uzayna baglantilidir denir.

Baglantilik, denklikleri acgikca goriilebilen asagidaki onermelerle de karakterize

edilebilir.

Onerme 2.1.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Asagida verilen dnermeler

denktirler.
(1) (X, 7) baglantihdir,
(17) (X, 7) topolojik uzaymin ayrik iki kapalidan olugan bir ortiisii yoktur,

(741) X in bos kiime ve kendisinden bagka hem acik hem kapali olan bir alt

kiimesi yoktur.

Uyar: 2.1.1. Yukarida verilen karakterizasyonlar ve degillerinin matematiksel
olarak nasil ifade edildigi ispatlarin anlagilmasi agisindan 6nemlidir. Baglantil

olmayan bir topolojik uzaya baglantisizdir denir.

X baglantihdir <& VA, BeT, A#4#0,B#0: X =AUB= ANB # (),
o VEKeF,F#A0,K#0:X=FUK = FNK #0,

& VACX,AetTnNF:A4D0=A=X



ve

X baglantisizdr < JA,Ber,A#0,B#0: X =AUBve ANB =0,
& IFKeFF£0K#£0: X=FUKve FNK =0,

& JAC X, AetnNF:A#Dve A+ X.

Ornek 2.1.1. X birden fazla elemana sahip bir kiime olsun. Bu durumda,

(X, P (X)) baglantih degildir.

Ornek 2.1.2. R reel sayilar kiimesi, iist limit topoloji ile gdzoniine alindiginda

baglantili degildir. Gergekten; herhangi bir ¢t € R i¢in

A={z 1z >t} ve B={z 12 <t} € Ty

oldugundan, R nin ayrik iki agiktan olusan bir ortiisii vardir.

Ornek 2.1.3. R aligilmus yapisiyla gozoniine alinsin. R nin

(Q,SJ.Q) R (N,ﬂN) ve (Z,ﬂz)

alt uzaylar1 baglantili degildir.

Tanim 2.1.2. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger; A kiimesi
X den indirgenen topolojik yapisi ile baglantihi ise, A kiimesi, (X, 7) topolojik

uzayinin baglantili bir alt kiimesidir denir.

Alt uzayda baglantililik, agagidaki onermeler yardimiyla da karakterize edilebilir.
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Onerme 2.1.2. (X,7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki 6ner-

meler denktirler.
(1) A, (X, 1) topolojik uzayinin baglantih bir alt kiimesidir,

(it) ANU # 0, ANV # 0 ve A C UUYV kogulunu saglayan VU,V € 7 :

ANUNV #{ dir,

(iti) ANF #0,ANK # 0 ve A C F UK kosulunu saglayan VF, K € F :

ANFNK #0 dir.

Ispat: i = it ANU # 0,ANV #  ve A C UUYV kogulunu saglayan
U, Ver: ANUNV =0 oldugunu kabul edelim. O halde, (A, 74) herbiri bog

kiimeden farkli olan ayrik iki aciktan olusan bir ortiiye sahiptir. Yani baglantil

degildir.
it = i (A, 74) baglantil olmasin. O halde,
AN VA E€ETAUAADVA#D: A=UsUVyveUsyNVy =1
dir. Uy, V4 € 74 olduguna gore;
Us=UnNAveVy=VnN Aolacak bigimde U,V € 1

vardir. Buradan

ACcUUVveANUNV =10

elde edilir.



(¢) ile (zii) nermesinin denk oldugu benzer gekilde gosterilir.

Ornek 2.1.4. Herhangi bir topolojik uzayda, bog kiime ve her tek elemanlh

kiime baglantili bir alt kiimedir.

Ornek 2.1.5. (X, 7) bir Hausdorff uzayi olsun. X in birden fazla ele-
mana sahip sonlu elemanli alt kiimeleri baglantili degildir. Daha genel olarak;
bir topolojik uzayin birden fazla elemana sahip ve en az bir izole noktasi olan

herhangi bir alt kiimesi baglantili degildir.
Ornek 2.1.6. (R, ) baglantili bir topolojik uzaydir.

Ispat: (R,4) baglantil bir topolojik uzay olmasm. Bu durumda,
JA,BeU, A#4D,B#0>5X=AUBve ANB=1
dir. a € A, b € B ve a < b oldugunu kabul edelim. O halde,
V=AN[a,b] #0veU=BnN]a,b] #0

olur. A ve B hem agik hem kapali alt kiimeler oldugundan; U ve V kiimeleri
(I = [a,b], ;) alt uzayimn kapal alt kiimeleri olur. Dolayisiyla, R den indirgenen
yapilariyla kompakt uzaylardir. O halde, V' x U kiimesi de R? nin kompakt bir
alt uzayidir. R? {izerinde taniml 6klid metrigi d ile gosterilsin. d siireklidir ve d

nin V' x U ya kisitlamasi da stireklidir. V' x U kompakt oldugundan,

m =inf{d(z,y) 1 (z,y) e UxV} ed(lU xV)
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olur. O halde,
JueUveJveV:d(u,v)=m

U+ v

dir. § =

aliirsa,
d(u,0) =m/2ved(u,8) =m/2=3§¢R

elde edilir. Bu geligkiye R nin baglantili olmadigini kabul ederek diigtiik. O halde
(R, 41) baglantili bir topolojik uzaydir. (Bu ispat Prof. Dr. Mustafa Cicek’in ders

notlarindan alinmigtir.)

Sonug 2.1.1. Ornek 2.1.2 ve 2.1.6 gozoniine alindiginda, baglantih topolojik

uzay olma ozelliginin kalitimsal bir 6zellik olmadig1 acik¢a goriiliir.
Teorem 2.1.1. Baglantililik topolojik bir ¢zelliktir.

Ispat: (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. Bir an i¢in (Y, 7’) topolojik uzaynini baglantili olmadigini kabul edelim.
O halde

JA,BemT A40,B#0icgnY =AUBve ANB =1

dir. f siirekli oldugundan
f7HA) ve [ (B)eT
ve f orten oldugundan

fHA)#Ove f71(B)#0



olur. Boylece X in ayrik iki agiktan olugan bir ortiisii elde edilir. O halde, (X, 7)
baglantil degildir. Benzer sekilde, (X, 7) baglantisiz ise, (Y, 7) topolojik uzayinin

da baglantisiz oldugu kolayca gosterilebilir.

Sonug 2.1.2. Baglantili bir topolojik uzayin siirekli bir fonksiyon altinda ki

goriintiisi de baglantilidir.

Ornek 2.1.7. (X,7) bir topolojik uzay, f : X — Z siirekli ve birebir
bir fonksiyon olsun. X birden fazla elemana sahip bir kiime ise, X baglantil
degildir. Biran i¢in X in baglantili oldugunu kabul edelim. dx,y € X igin,
fx), fy) € f(X)ve f(x) # f(y) dir. f(X) C Z olduguna gore, f(X) hem
acik hem kapal olacak bicimde bir 6z alt kiimesi bulunabilir. O halde, f(X)
baglantili degildir. Diger yandan, kabulden X baglantili ve f siirekli oldugundan

f (X) de baglantih olmak zorundadir. Bu durumda bir geligki elde edilir.



