
2.2. Lokal Ba¼glant¬l¬Topolojik Uzaylar

Tan¬m 2.2.1. (X; �) bir topolojik uzay olsun. E¼ger, her x 2 X noktas¬

ba¼glant¬l¬bir komşuluklar taban¬na sahip oluyorsa, (X; �) topolojik uzay¬na lokal

ba�glant{l{d{r denir.

Örnek 2.2.1. R;R2;R3; :::;Rn lokal ba¼glant¬l¬topolojik uzaylard¬r.

Örnek 2.2.2. Lokal ba¼glant¬l¬l¬k kal¬t¬msal bir özellik de¼gildir. Q rasyonel

say¬lar kümesi, R den indirgenen yap¬s¬yla lokal ba¼glant¬l¬de¼gildir.

·Ispat: Biran için (Q;UQ) topolojik uzay¬n¬n lokal ba¼glant¬l¬oldu¼gunu kabul

edelim. O halde, her rasyonel say¬ ba¼glant¬l¬ bir komşuluklar taban¬na sahip

olacakt¬r. V = [�1; 1] \ Q 2 VUQ(0) komşulu¼gu için de bu durum geçerlidir. O

halde, U � V olacak biçimde 9U 2 VUQ(0) vard¬r öyle ki
�
U; (UQ)U

�
ba¼glant¬l¬d¬r.

Di¼ger yandan; U 2 VUQ(0) için G = [�"; "]\Q � U olacak biçimde 9" > 0 vard¬r.

Daima 1
n
< " olacak biçimde bir n 2 N bulunabilir. Buradan

H =

�
� 1
n
;
1

n

�
\Q � G � U

olur. Bir x 2
�
� 1
n
; 1
n

�
\ (X �Q) için H 0 = [�x; x] \Q 2 VUQ(0) d¬r. H 0; (Q;UQ)

topolojik uzay¬nda hem aç¬k hem kapal¬bir öz alt kümedir. O halde
�
U; (UQ)U

�
alt uzay¬nda da hem aç¬k hem kapal¬d¬r. Bu ise U nun ba¼glant¬l¬olmas¬ile çeli̧sir.

Teorem 2.2.1. Lokal ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay¬n aç¬k her alt uzay¬lokal
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ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: (X; �) lokal ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay, A � X ve A 2 � olsun. x 2 A

olmak üzere her V 2 V�A(x) için V = U \ A olacak biçimde 9U 2 V(x) vard¬r.

Bu durumda; V 2 V(x): X lokal ba¼glant¬l¬oldu¼gundan, G � V olacak biçimde x

noktas¬n¬n ba¼glant¬l¬bir G 2 V(x) komşulu¼gu vard¬r. G kümesi A alt uzay¬nda da

x noktas¬n¬n bir komşulu¼gu olur. Ba¼glant¬l¬l¬k topolojik bir özellik oldu¼gundan

G; A n¬n da ba¼glant¬l¬bir alt kümesidir. O halde, A lokal ba¼glant¬l¬d¬r.

Örnek 2.2.3. Lokal ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay ba¼glant¬l¬olmak zorunda

de¼gildir. Gerçekten; X 6= ; olmak üzere, (X;P (X)) diskre topolojik uzay¬lokal

ba¼glant¬l¬d¬r, ancak ba¼glant¬l¬de¼gildir.

Örnek 2.2.4. Ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay lokal ba¼glant¬l¬ olmak zorunda

de¼gildir. X0 = [0; 1] � f0g ; Y0 = f0g � [0; 1] ve 8n 2 N � f0g için Y1=n =

f1=ng� [0; 1] � R2 olsun. Bu durumda, 8n 2 N�f0g içinMn = Y1=n[X0 olmak

üzere,

Y = Y0 [
 1[
n=1

Mn

!

kümesinin R2 den indirgenen yap¬s¬yla ba¼glant¬l¬oldu¼gu kolayca görülür. Ancak,

Y lokal ba¼glant¬l¬de¼gildir. Biran için Y nin lokal ba¼glant¬l¬oldu¼gunu kabul edelim.

O halde, p = (0; 1=2) 2 Y ve
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W =

�
]�";+"[�

�
1

2
� "; 1

2
+ "

��
\ Y 2 V�Y (p)

için, U � W olacak biçimde ba¼glant¬l¬bir U 2 V�Y (p) komşulu¼gu vard¬r. Di¼ger

yandan; Y1=n0 \ U 6= ; olacak biçimde bir n0 say¬s¬vard¬r. Buradan,

� =
1

2

�
1

n0
+

1

n0 + 1

�
olmak üzere

Y 01=n0 =

��
1

n0
� �; 1

n0
+ �

�
� R

�
\ U;

kümesi, U nun hem aç¬k hem kapal¬bir alt kümesidir. Bu ise U nun ba¼glant¬l¬

olmas¬ile çeli̧sir.

Örnek 2.2.5. Lokal ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay¬n sürekli görüntüsü lokal

ba¼glant¬l¬olmak zorunda de¼gildir. Gerçekten;

A =

�
1

n
: n = 1; 2; :::

�
ve B = A [ f0g

olsun. B; R den indirgenen yap¬s¬yla lokal ba¼glant¬l¬de¼gildir.Di¼ger yandan;

f : (N;UN) �! (B;UB)

n �! f (n) =

8>><>>:
0; n = 0 ise

1=n; n > 0 ise

fonksiyonu sürekli ve örtendir.

Teorem 2.2.2. Lokal ba¼glant¬l¬l¬k topolojik bir özelliktir.
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·Ispat: (X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm

olsun. X in lokal ba¼glant¬l¬ oldu¼gunu kabul edelim. Herhangi bir y 2 Y ve

herhangi bir V 2 V(y) komşulu¼gu alal¬m. f örten oldu¼guna göre y = f (x) olacak

biçimde bir x 2 X vard¬r ve f sürekli oldu¼gundan f�1 (V ) 2 V(x) dir. O halde,

U � f�1 (V ) olacak biçimde ba¼glant¬l¬bir U 2 V(x) komşulu¼gu vard¬r. Buradan

f (U) � f
�
f�1 (V )

�
� V

olur. Ayr¬ca f (U) ; y noktas¬n¬n ba¼glant¬l¬bir komşulu¼gudur. O halde, Y lokal

ba¼glant¬l¬d¬r. Benzer şekilde, Y lokal ba¼glant¬l¬oldu¼gunda,X in de lokal ba¼glant¬l¬

oldu¼gu gösterilebilir.

Teorem 2.2.3. (X1; � 1) ve (X2; � 2) iki topolojik uzay olsun ve X = X1 �X2

kümesi üzerinde � 1 ve � 2 topolojileri yard¬m¬yla tan¬mlanan çarp¬m topolojik

yap¬s¬S ile gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬daki önermeler denktirler.

(i) (X;S) çarp¬m topolojik uzay¬lokal ba¼glant¬l¬d¬r,

(ii) (X1; � 1) ve (X2; � 2) topolojik uzaylar¬lokal ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: i) ii ·Izdüşüm fonksiyonlar¬sürekli, örten ve aç¬k fonksiyonlar oldu¼gun-

dan, (X1; � 1) ve (X2; � 2) topolojik uzaylar¬n¬n lokal ba¼glant¬l¬ oldu¼gu kolayca

görülür.

ii ) i 8x = (x1; x2) 2 X;8W 2 V(x) için, U � V � W olacak biçimde
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9U 2 V(x1) ve 9V 2 V(x2) vard¬r. Hipotezden, U ve V kümelerinin, x1 ve x2

noktalar¬n¬n birer ba¼glant¬l¬komşulu¼gunu kapsayacaklar¬aç¬kt¬r. Ba¼glant¬l¬ iki

uzay¬n kartezyen çarp¬m¬da ba¼glant¬l¬oldu¼guna göre, bu komşuluklar¬n kartezyen

çarp¬m¬n¬n da, x noktas¬n¬n W taraf¬ndan kapsanan ba¼glant¬l¬ bir komşulu¼gu

oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir.
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