
2.4. E¼grisel Ba¼glant¬l¬Topolojik Uzaylar

Tan¬m 2.4.1. (X; �) bir topolojik uzay, a; b 2 X olsun. Bir I = [�; �] � R

için, f : (I;UI) �! (X; �) biçiminde tan¬ml¬sürekli bir f fonksiyonu mevcut ve

f fonksiyonu f (�) = a ve f (�) = b koşulunu gerçekliyor ise, f fonksiyonuna a

noktas¬n¬b noktas¬na ba¼glayan bir e�gri (veya yol) ad¬verilir.

c 2 X; a 6= c ve b 6= c olsun. E¼ger; c 2 f (I) ise, a noktas¬n¬ b noktas¬na

ba¼glayan e¼gri c noktas¬ndan geçiyor denir. E¼ger; A � R ve A \ f (I) 6= ; ise, a

noktas¬n¬b noktas¬na ba¼glayan e¼gri A kümesinden geçiyor denir.

Önerme 2.4.1. (X; �) bir topolojik uzay ve f : I �! X fonksiyonu X

uzay¬n¬n herhangi iki noktas¬n¬birbirine ba¼glayan bir e¼gri olsun. Bu durumda,

f (I), X in ba¼glant¬l¬bir alt kümesidir.

·Ispat: I bir aral¬k ve ba¼glant¬l¬l¬k sürekli ve örten fonksiyonlar alt¬nda in-

varyant oldu¼gundan aç¬kt¬r.

Teorem 2.4.1. (X; �) bir topolojik uzay ve a; b; c 2 X olsun. E¼ger, a noktas¬n¬

b noktas¬na ve b noktas¬n¬ c noktas¬na ba¼glayan bir e¼gri varsa, a noktas¬n¬ c

noktas¬na ba¼glayan bir e¼gri de vard¬r.

·Ispat: Hipotezden a; b; c 2 X için, I = [�; �] � R ve I 0 = [�0; �0] � R olmak
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üzere

f1 : I �! X ve g1 : I 0 �! X

sürekli fonksiyonlar¬mevcuttur ve f1 (�) = a; f1 (�) = b; g1 (�
0) = b; g1 (�

0) = c

dir. Di¼ger yandan;

f2 : [0; 1] �! I

t �! f (t) = (� � �) t+ �

ve

g2 : [0; 1] �! I 0

t �! g2 (t) = (�
0 � �0) t+ �0

sürekli fonksiyonlar¬yard¬m¬yla; f = f1 � f2 ve g = g1 � g2 fonksiyonlar¬n¬tan¬m-

layal¬m. f ve g sürekli fonksiyonlard¬r. Dolay¬s¬yla

h : [0; 1] �! X

t �! h (t) =

8>><>>:
f (2t) ; t 2 [0; 1=2[ ise

g (2t� 1) ; t 2 [1=2; 1] ise

biçiminde tan¬mlanan h fonksiyonu sürekli ve h (0) = a; h (1) = c dir. Yani a ile

c noktalar¬n¬ba¼glayan bir e¼gri vard¬r.

Tan¬m 2.4.2. (X; �) bir topolojik uzay olsun. 8x; y 2 X için, x noktas¬n¬y

noktas¬na ba¼glayan bir e¼gri varsa, (X; �) topolojik uzay¬na e�grisel ba�glant{l{d{r

denir.
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Örnek 2.4.1. (R;U) e¼grisel ba¼glant¬l¬bir topolojik uzayd¬r. Gerçekten; 8a; b 2

R için,

f : [0; 1] �! [a; b]

t �! f (t) = (b� a) t+ a

fonksiyonu sürekli ve f (0) = a; f (1) = b dir. R2;R3; :::;Rn de e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Benzer şekilde gösterilebilir.

Teorem 2.4.2. E¼grisel ba¼glant¬l¬her topolojik uzay ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: (X; �) e¼grisel ba¼glant¬l¬olsun, fakat ba¼glant¬l¬olmas¬n. Bu durumda,

9A;B 2 � ; A 6= ;; B 6= ; : X = A [B ve A \B = ;;

dir. O halde, 9a 2 A ve 9b 2 B vard¬r. X e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼guna göre;

f : I = [�; �] �! X

biçiminde tan¬ml¬sürekli bir f fonksiyonu mevcuttur ve f (�) = a; f (�) = b dir.

f sürekli oldu¼gundan, f ([�; �]) kümesi X uzay¬n¬n ba¼glant¬l¬bir alt kümesidir.

Di¼ger yandan; A \ f ([�; �]) 6= ;; B \ f ([�; �]) 6= ;; f ([�; �]) � A [ B ve A \

B \ f ([�; �]) = ; elde edilir. Bu ise, f ([�; �]) n¬n ba¼glant¬l¬olmas¬ile çeli̧sir. O

halde kabulumüz yanl¬̧st¬r.

Teorem 2.4.1 de verilen önermenin kaŗs¬t¬ her zaman do¼gru de¼gildir. Yani

ba¼glant¬l¬bir uzay¬n, e¼grisel ba¼glant¬l¬olmas¬gerekmez.
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Örnek 2.4.2. (R2;S) al¬̧s¬lm¬̧s yap¬s¬yla ele al¬ns¬n.

B =

�
(x; y) 2 R2 p 8x > 0 için y = sin 1

x

�
[ f(0; 0)g

R2 nin ba¼glant¬l¬bir alt kümesidir. Ancak e¼grisel ba¼glant¬l¬de¼gildir.

·Ispat: f : ]0;+1[ �! R; f (x) = sin 1
x
fonksiyonu süreklidir. O halde gra�¼gi

yani B� f(0; 0)g ba¼glant¬l¬d¬r. Di¼ger yandan, B� f(0; 0)g � B � B � f(0; 0)g

oldu¼gundan, B de ba¼glant¬l¬bir alt kümedir. Ancak, f fonksiyonu x = 0 nok-

tas¬nda süreksiz oldu¼gundan, herhangi bir a > 0 için p =
�
a; 1

a

�
2 B ve q =

(0; 0) 2 B noktalar¬n¬ba¼glayan bir e¼gri bulunamaz. O halde, B e¼grisel ba¼glant¬l¬

de¼gildir.

Örnek 2.4.3. (Z;UZ) topolojik uzay¬ba¼glant¬l¬olmad¬¼g¬na göre e¼grisel ba¼glan-

t¬l¬de¼gildir.

Sonuç 2.4.1. E¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k kal¬t¬msal bir özellik de¼gildir.

Teorem 2.4.3. (X; �) bir topolojik uzay, J 6= ; bir indis kümesi A =

(Ai)i2J � P (X) ile de X in e¼grisel ba¼glant¬l¬alt uzaylar¬n¬n ailesi gösterilsin.

E¼ger, \i2JAi 6= ; ise, B = [i2JAi e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: 8a; b 2 B : 9ia; ib 2 J 3 a 2 Aia ve b 2 Aib dir. Di¼ger yandan;

\i2JAi 6= ; ise, 9p 2 X vard¬r öyle ki 8i 2 J : p 2 Ai dir. O halde, I =
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[�; �] ; I 0 = [�0; �0] � R olmak üzere

g : I �! Aia

biçiminde tan¬ml¬sürekli bir g fonksiyonu vard¬r öyle ki g (�) = p ve g (�) = a

d¬r ve

h : I 0 �! Aib

biçiminde tan¬ml¬sürekli bir h fonksiyonu vard¬r öyle ki h (�0) = p ve h (�0) = b

dir. Buradan, e¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k geçi̧smeli bir özellik oldu¼guna göre, a noktas¬

ile b noktas¬n¬ba¼glayan bir e¼grinin varl¬¼g¬aç¬kt¬r. Yani, B e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Teorem 2.4.4. E¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k topolojik bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm

olsun. (X; �) topolojik uzay¬n¬n e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gunu kabul edelim. 8a; b 2

Y için, f örten oldu¼gundan,

f (a0) = a ve f (b0) = b olacak biçimde 9a0; b0 2 X

vard¬r. X e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼guna göre, bir I = [�; �] � R için, g : I �! X

biçiminde tan¬ml¬, sürekli bir g fonksiyonu mevcuttur ve g (�) = a0; g (�) = b0

eşitlikleri sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla, sürekli f ve g fonsiyonlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanan

h = f � g : I �! X �! Y

t �! x = g (t) �! y = f (g (t))
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fonksiyonu da süreklidir ve

h (�) = a; h (�) = b

dir. O halde, Y e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Benzer şekilde, Y e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gunda,

(X; �) topolojik uzay¬n¬n da e¼grisel ba¼glant¬l¬olaca¼g¬gösterilebilir.

Sonuç 2.4.1. E¼grisel ba¼glant¬l¬ bir topolojik uzay¬n sürekli bir fonksiyon

alt¬nda ki görüntüsü de e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Sonuç 2.4.2. R al¬̧s¬lm¬̧s yap¬s¬yla gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, her alt aral¬¼g¬e¼grisel

ba¼glant¬l¬d¬r.

Örnek 2.4.4. a 2 R olmak üzere, y = ax do¼grular¬n¬n gra�klerinin oluş-

turdu¼gu küme, R2 nin e¼grisel ba¼glant¬l¬bir alt kümesidir. Gerçekten, 8a 2 R

için

fa : R �! R

x �! fa (x) = ax

biçiminde tan¬ml¬ fa fonksiyonlar¬ süreklidir. Sürekli her fonksiyonun tan¬m

uzay¬gra�¼gine homeomorf olaca¼g¬ndan, 8a 2 R için y = ax do¼grular¬n¬n gra�k-

leri R2 nin e¼grisel ba¼glant¬l¬alt uzaylar¬d¬r ve (0; 0) ortak noktas¬na sahiptirler.

Dolay¬s¬yla, birleşimleri de e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.
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