2.5. Lokal Egrisel Baglantili Topolojik Uzaylar-2

Teorem 2.5.2. Lokal egrisel baglantililik topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: (X,7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. X lokal egrisel baglantili oldugunda, Y nin lokal egrisel baglantili olacag:
Teorem 2.5.1 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir. Y nin lokal egrisel baglantil
oldugunu kabul edelim. x € X olsun ve herhangi bir V' € V) alalm. Bu
durumda, f(x) € f(V) € V(@) olur. Y lokal egrisel baglantili oldugundan,
U C f (V) olacak bicimde 3U € V ;) vardir dyle ki (U, 7;) egrisel baglantilidir.
Diger yandan,

[rOo)yc 7 (fv)cx

olur ve f birebir oldugundan f~'(U) C V elde edilir. g = f~! fonksiyonu
mevcut ve siirekli oldugundan ¢ (U), X den indirgenen yapisiyla egrisel baglan-
tihdir. Egrisel baglantiliik topolojik 6zellik oldugundan ¢ (U), V' den indirge-
nen yapisiyla da egrisel baglantilidir. Son olarak, f siirekli oldugundan ¢ (U) =

[~ (U) € V() dir. O halde, X lokal egrisel baglantihidr.

Teorem 2.5.3. (X, 71) ve (X, 72) iki topolojik uzay olsun ve X = X; x Xj
kiimesi iizerinde 7; ve 79 topolojileri yardimiyla tamimlanan carpim topolojik

yapisi G ile gosterilsin. Bu durumda, asagidaki énermeler denktirler.



(1) (X, &) carpim topolojik uzayi lokal egrisel baglantilidir,
(17) (X1,71) ve (X2, 72) topolojik uzaylar1 lokal egrisel baglantihidir.

Ispat: i = ii Izdiisiim fonksiyonlar stirekli, drten ve acik fonksiyonlar oldugun-

dan ispat agiktir.

it = 4 Herhangi bir « = (1, 22) € X alahm. YW € V), icin

UxVCW

olacak bigimde U € V(,,) ve IV € V(,,) vardir. Diger yandan, X, lokal egrisel
baglantili oldugundan, G C U olacak bi¢imde 3G € V(,,) komsulugu vardir 6yle ki
(G, (11)) egrisel baglantihidir. Benzer sekilde, X, lokal egrisel baglantili oldugun-
dan, H C V olacak bicimde 3H € V,,) komsulugu vardir 6yle ki (H, (72) ;) egrisel
baglantilidir. Egrisel baglantili iki uzaym kartezyen carpimi da egrisel baglantil

oldugundan,

(M =G x H,(11)¢ % (12)p)
egrisel baglantilidir. Ayrica
Gaxn C (T1)g X (T2)y

oldugundan, (M, &y,) yapisiyla da baglantihdir. Ayrica M € Vi) ve M C W

oldugu aciktir. Boylece ispat tamamlanir.



Teorem 2.5.4. (X, 1) lokal egrisel baglantili bir topolojik uzay olsun. Asagida

verilen énermeler dogrudur.
(I) X baglantili ise, egrisel baglantilidir.

(I1) X baglantisiz ise, Vo € X noktasinin C,, baglantili bilegeni, hem agik hem

kapali bir kiimedir ve (C,, 7¢,) egrisel baglantilidir.

ispat: (I) Herhangi bir x € X alahm, = # y kogulunu saglayan ve x ile
arasinda bir egri bulunan tiim y € X noktalarinin olusturdugu kiimeyi E, ile
gosterelim. Egrisel baglantililik gecismeli bir 6zellik oldugundan, F, egrisel baglan-
tihidir. O halde, E, baglantihidir. Diger yandan; Vy € £, C X almirsa, X lokal
egrisel baglantil oldugundan, V" € V) i¢cin U C V olacak bi¢imde JU € V)

vardir oyle ki (U, 7y) egrisel baglantilidir. Dolayisiyla,
UCE,

dir. Boylece E, € 7 oldugu goriiliir. Simdi, herhangi bir z € X — E, alalim. Bu
durumda, z ¢ E, dir, yani z noktasini = noktasina baglayan bir egri yoktur. Diger
yandan; z € X ve X lokal egrisel baglantil oldugundan, V' € V(. i¢cin G C V

olacak bigimde 3G € V) vardir oyle ki (G, 7¢) egrisel baglantilidir. Dolayisiyla,
GCX—-FLE,

olur, buradan E, € F elde edilir. X baglantih ve E, # () oldugundan E, = X
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olmak zorundadir.

(I1) Herhangi bir z € X alalim, x # y kogulunu saglayan ve z ile arasinda bir
egri bulunan tiim y € X noktalarimin olusturdugu kiimeyi E, ile gosterelim. (1)
i¢in verilen ispatta E, kiimesinin hem acik hem kapali oldugu ve egrisel baglantili

oldugu gosterilmigti. O halde, E, baglantihidir. Buradan

E,.cC,cX

olur. Diger yandan; FE, = E,NC, olduguna gore, F, kiimesi (C,, 7¢,) alt uzayinin
da hem agik hem kapali bir alt kiimesidir. C, baglantili oldugundan F, = C,

olmak zorundadir. O halde, C;, hem agik hem kapali olup egrisel baglantilidir.

Sonug 2.5.1. R (veya R? R3 ..., R") ahisilmis topolojik yapis ile ele alinsin.

R (veya R? R3, ..., R") nin baglantih her alt kiimesi, egrisel baglantihdir.



