
2.5. Lokal E¼grisel Ba¼glant¬l¬Topolojik Uzaylar-2

Teorem 2.5.2. Lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k topolojik bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm

olsun. X lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gunda, Y nin lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬olaca¼g¬

Teorem 2.5.1 in ispat¬na benzer şekilde gösterilebilir. Y nin lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬

oldu¼gunu kabul edelim. x 2 X olsun ve herhangi bir V 2 V(x) alal¬m. Bu

durumda, f (x) 2 f (V ) 2 V(f(x)) olur. Y lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬ oldu¼gundan,

U � f (V ) olacak biçimde 9U 2 V(f(x)) vard¬r öyle ki (U; � 0U) e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Di¼ger yandan,

f�1 (U) � f�1 (f (V )) � X

olur ve f birebir oldu¼gundan f�1 (U) � V elde edilir. g = f�1 fonksiyonu

mevcut ve sürekli oldu¼gundan g (U) ; X den indirgenen yap¬s¬yla e¼grisel ba¼glan-

t¬l¬d¬r. E¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k topolojik özellik oldu¼gundan g (U) ; V den indirge-

nen yap¬s¬yla da e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Son olarak, f sürekli oldu¼gundan g (U) =

f�1 (U) 2 V(x) dir. O halde, X lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Teorem 2.5.3. (X1; � 1) ve (X2; � 2) iki topolojik uzay olsun ve X = X1 �X2

kümesi üzerinde � 1 ve � 2 topolojileri yard¬m¬yla tan¬mlanan çarp¬m topolojik

yap¬s¬S ile gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬daki önermeler denktirler.
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(i) (X;S) çarp¬m topolojik uzay¬lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r,

(ii) (X1; � 1) ve (X2; � 2) topolojik uzaylar¬lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: i) ii ·Izdüşüm fonksiyonlar¬sürekli, örten ve aç¬k fonksiyonlar oldu¼gun-

dan ispat aç¬kt¬r.

ii) i Herhangi bir x = (x1; x2) 2 X alal¬m. 8W 2 V(x) için

U � V � W

olacak biçimde 9U 2 V(x1) ve 9V 2 V(x2) vard¬r. Di¼ger yandan, X1 lokal e¼grisel

ba¼glant¬l¬oldu¼gundan, G � U olacak biçimde 9G 2 V(x1) komşulu¼gu vard¬r öyle ki

(G; (� 1)G) e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Benzer şekilde, X2 lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gun-

dan,H � V olacak biçimde 9H 2 V(x2) komşulu¼gu vard¬r öyle ki (H; (� 2)H) e¼grisel

ba¼glant¬l¬d¬r. E¼grisel ba¼glant¬l¬iki uzay¬n kartezyen çarp¬m¬da e¼grisel ba¼glant¬l¬

oldu¼gundan,

(M = G�H; (� 1)G � (� 2)H)

e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Ayr¬ca

SG�H � (� 1)G � (� 2)H

oldu¼gundan, (M;SM) yap¬s¬yla da ba¼glant¬l¬d¬r. Ayr¬ca M 2 V(x) ve M � W

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

2



Teorem 2.5.4. (X; �) lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬bir topolojik uzay olsun. Aşa¼g¬da

verilen önermeler do¼grudur.

(I) X ba¼glant¬l¬ise, e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

(II) X ba¼glant¬s¬z ise, 8x 2 X noktas¬n¬n Cx ba¼glant¬l¬bileşeni, hem aç¬k hem

kapal¬bir kümedir ve (Cx; �Cx) e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ispat: (I) Herhangi bir x 2 X alal¬m, x 6= y koşulunu sa¼glayan ve x ile

aras¬nda bir e¼gri bulunan tüm y 2 X noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kümeyi Ex ile

gösterelim. E¼grisel ba¼glant¬l¬l¬k geçi̧smeli bir özellik oldu¼gundan, Ex e¼grisel ba¼glan-

t¬l¬d¬r. O halde, Ex ba¼glant¬l¬d¬r. Di¼ger yandan; 8y 2 Ex � X al¬n¬rsa, X lokal

e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gundan, 8V 2 V(y) için U � V olacak biçimde 9U 2 V(y)

vard¬r öyle ki (U; �U) e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Dolay¬s¬yla,

U � Ex

dir. Böylece Ex 2 � oldu¼gu görülür. Şimdi, herhangi bir z 2 X � Ex alal¬m. Bu

durumda, z =2 Ex dir, yani z noktas¬n¬x noktas¬na ba¼glayan bir e¼gri yoktur. Di¼ger

yandan; z 2 X ve X lokal e¼grisel ba¼glant¬l¬oldu¼gundan, 8V 2 V(z) için G � V

olacak biçimde 9G 2 V(z) vard¬r öyle ki (G; �G) e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r. Dolay¬s¬yla,

G � X � Ex

olur, buradan Ex 2 F elde edilir. X ba¼glant¬l¬ve Ex 6= ; oldu¼gundan Ex = X
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olmak zorundad¬r.

(II) Herhangi bir x 2 X alal¬m, x 6= y koşulunu sa¼glayan ve x ile aras¬nda bir

e¼gri bulunan tüm y 2 X noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kümeyi Ex ile gösterelim. (I)

için verilen ispatta Ex kümesinin hem aç¬k hem kapal¬oldu¼gu ve e¼grisel ba¼glant¬l¬

oldu¼gu gösterilmi̧sti. O halde, Ex ba¼glant¬l¬d¬r. Buradan

Ex � Cx � X

olur. Di¼ger yandan; Ex = Ex\Cx oldu¼guna göre, Ex kümesi (Cx; �Cx) alt uzay¬n¬n

da hem aç¬k hem kapal¬bir alt kümesidir. Cx ba¼glant¬l¬oldu¼gundan Ex = Cx

olmak zorundad¬r. O halde, Cx hem aç¬k hem kapal¬olup e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.

Sonuç 2.5.1. R (veya R2;R3; :::;Rn) al¬̧s¬lm¬̧s topolojik yap¬s¬ile ele al¬ns¬n.

R (veya R2;R3; :::;Rn) nin ba¼glant¬l¬her alt kümesi, e¼grisel ba¼glant¬l¬d¬r.
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