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—V(a(x,z).v ¢ (x,z)) = 1(x,2) (7.2)
seklinde tanimlanan Poisson denklemidir. 3-B modellemede ise (1.2) denklemi

—V(a(x,y,z).V¢(x,y,z)) =1(x,y,2) (7.3)
seklinde yazilir. Denklem (1.2) ve (1.3) de kullanilan degiskenler Bolim 2.2 de verilmistir.

Yukarda yazilan model bagintilar sinir kosullari kullanilarak ¢ézulGr.

7.2. Model Bagintisi

Elektrik yontemler teorisi, homojen olmayan bir iletken yer icin EM alanin genel kurallari
kullanilarak gelistiriimistir (Zhdanov ve Keller, 1994). Dogru akim &zdireng ydnteminde,
modellemede kullanilan Poisson Denklemi, EM alanlari tanimlayan Maxwell denklemleri
kullanilarak c¢ikarilabilir. Bu bagintinin g¢ikariimasinda, akimin sdreklilik denklemi ve E nin
kapali bir alanda integralinin yoldan bagimsiz olmasi (konservatif) 06zelliklerinden

yararlanilarak
~V[o(x,Y,2) Vg (x,y,2)] = 1.5(x = %,).5(y = ¥;).6(z~ 2,) (74)

seklinde bulunur. Burada o(Xx,Y,z), 3-B uzayda &ziletkenlik, ¢(x,y,z) 3-B gerilim, I, akim,
d(X—X,),0(y—-Yy,) ve d8(z-z,)kaymis birim impuls fonsiyonlari, (X,Y.,z;) nokta akim
kaynaginin 3-B uzaydaki koordinatlari, V “gradient” ve “V.” ise “diverjans” operatorudur. Bu
denklem Poisson denklemi olarak bilinir ve sadece kaynak civarinda gecerlidir. Denklem
(1.4), 3-B uzay icin yazilmistir. 2-B modelleme igin iletkenlik dagiliminin y-yéninde

degismedigi kabul edilirse,

o
— o(x,y,z) =0
Jy o (x,Y,z)
yazilabilir. Bu kabul (1.4) denklemine uygulanirsa,
- v'[O-(X! Z) v¢ (X, Y, Z)] =1 5(X - Xs)g(y - ys)g(z - Zs) (75)

esitligi elde edilir.

Denklem (1.5) de, nokta akim kaynagi ve gerilim; x, y ve z degiskenlerinin fonksiyonudur.
Fakat iletkenlik x ve z degiskenlerinin fonksiyonudur. Hesaplamalarin kolay yapilabilmesi igin

Fourier cosinls dénustimii ile (X,Y,z) yerine, (X,k,,z) uzayinda iglemler yapilir. Bu amag

icin,
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o0

f(x,k,,2)=[ f(x,y,2)cos(yk,)dy

o

(7.6)

3N

f(xy.2)== [ F(x.k,.2)cos(yk,)dk,
0

dénustm cifti kullanilir. Burada f (x,y,z) ve f(x,k,,z) cift fonksiyondurlar. Denklem (1.15),

y’
(X,,Y.,z,) noktasindaki nokta kaynak icin, iki boyutlu iletkenlik (o(x,z)) dagiimindan
olustugu varsayilan, 3-B gerilim (¢4(x,y,z)) dagimini 2-B gerilim dagihmina (#(x,k,,2))

gevirir.

Helmholtz denklemi ve Fourier donusumunun o6zelliklerinden yararlanarak (1.5) denklemi

cosiniis dénlistimi sonucu (X, K, ,z) uzayinda agagidaki gibi yazilabilir.

~V.((0(x.2) V4 (x.k,.2)) + ki (x,2)F (x.k,.2) = 16(x~X,).6(z~2,) (7.7)

y? y!
Bu ifade ky nin sabit bir deg@eri icin yaziimistir. 2-B modellemede 3-B nokta akim kaynaginin

kullanildigi problemler 2.5-B (two and a half dimensional) problem olarak isimlendirilebilirler

(Petrov, 1995). Clinkl denklem (1.6)" da gérlldugu gibi frekans uzayinda, k —katsayisina

badli olarak y- yonindeki iletkenlik dedisimide bir terim ile eklenmigtir. Denklem (7.7)

asagidaki sinir kosullari ile ¢ézUlUr.

1.4 (x,y,z) gerilimi, o(X,z) iki boyutlu iletkenlik dagiiminin bitin sinirlarinda sdrekli
olmalidir.

= o
2. J(= 60”_¢) akim yogunlugunun normal bileseni batin sinir yuzeylerinde surekli
n

olmalidir (Dey ve Morrison 1979).

7.3. 2B ve 3B Poisson Denkleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile gozumu

Sonlu elemanlar yontemi (SEY); kismi diferansiyel denklem veya enerji teoremiyle
tanimlanan fiziksel bir problemi ¢ézmek icin kullanilan sayisal bir yontemdir ve ilk olarak

Zienkiewich ve Cheung (1965) tarafindan kullanilmistir.

SEY asagida siralanan alti asamada uygulanir.
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1. Verilen diferansiyel denklem, integral denklemine dénusturilur. Burada integral denklemi
tanimlanan alan igin yazilir. integral denklemine dénistirme islemi, agirlkli rezidiel

yontem veya varyasyonel yontem kullanilarak yapilir.

2. Verilen ¢6zUm bélgesi sonlu sayida kiglk elemana boélinir. Burada alan, dogrusal liggen
elemanlara boéliunmustur. Bu elemanlar birbirlerine dugum noktalarindan (node) baghdir.
Daha sonra sonlu elemanlar agindaki elemanlar ve dugum noktalari ayri ayri

numaralandirilir.

3. Bilinmeyen ¢ (gerilim) degerleri, her eleman iginde polinom denklemi ile tanimlanir.

Burada dogrusal polinom vyaklasimi kullaniimistir.  Tanimlanan polinom denklemi

kullanilarak elemanin digim noktalarindaki gerilim (4 ,¢.,4,), degerleri tanimlanir. Daha
sonra elemanin ¢ degeri digim noktalarinda tanimlanan ¢,4.,4, degerleri cinsinden
yazilir.

4. Ucglincii adimda, diigim noktalarindaki gerilim degerleri cinsinden yazilan elemanlarin
gerilim degerleri, birinci adimda elde edilen integral denklemine yerlestirilerek her eleman
icin dogrusal denklem takimlari geligtirilir. Geligtirilen bu dogrusal denklem takimlari
birlestirilerek, her elemana ait dizey denklemleri olusturulur.

5. Dérduncu adimda olusturulan eleman dizey denklemleri birlestirilerek sonlu elemanlar agi
icin genel dizey denklemi (global matrix equation) elde edilir. Genel dizey denklemini

olustururken Neumann ve Dirichlet sinir kogullari uygulanir.

6. Genel dizey denklemi ¢ozilerek dUgim noktalarinda tanimlanan gerilimler hesaplanir.

7.3.1. integral Denkleminin Elde Edilmesi

DAO yéneminde asagidaki gibi verilen 3B Poisson denklemi ¢dzullr

- V.[o-(x, y,2) Vo (XY, z)] =1.0(x—X,).0(y—-Y,).0(z—z,)

Bu denklemde | ; x,y ve z nin fonksiyonudur.
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DAO ydénteminde 2B modellemede ise, y-yoninde dzdirencin degismedigi kabul edilirse ve
Fourier cosinis donisimi (denklem (1.6)) uygulanirsa, 2B modellemede asagidaki

Posisson denklemi ¢ézilur.
Vo (x,2)Vé (x.k,,2) |- K2 & (x,2) d (X, K,,2) =I5 (X = X,)3 (2)

Bu iki denklemin sonlu elemanlarla ¢dzimi benzerdir. Ornegin 2B Poisson denkleminin
sonlu elemanlar ile ¢6zimunde birinci adim olarak varyasyonel yontem ile asagidaki integral
denklemi elde edilir.

29(x.k

1 ko) o900k, 7)) i N
Z_EH 0[—§x ] +k; ¢ (X’ky'z){—ﬁz J +210 (x=X,)0 (2)#(x,k, ) (dxdz .(7.8)

7.3.2. Alanin Elemanlara Ayrilmasi

ikinci agamada, denklem (1.11) in tanimli oldugu alan, eleman adi verilen sonlu sayida kiigik
parcalara bolindr. Elemanlar birbirlerine belli sayida noktalardan baglidir ve bilinmeyen
degerler her eleman Gzerinde belirlenen bu noktalarin koordinat degerlerinde hesaplanirlar.
Bilinmeyen degerlerin hesaplandigi bu noktalara digim noktasi (node) denir. Birbirlerine
digim noktalarindan bagl sonlu sayida elemanin olusturdugu alana sonlu elemanlar agi
(finite element mesh) adi verilir. Sekil 1.2° de dogrusal tggen (linear triangle) elemanlara

bollinmus bir sonlu elemanlar agi gortlmektedir.

@)

v
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Sekil 1.2. Dogrusal tiggen elemanlara boliinmis sonlu elemanlar aginin sematik
gosterimi (Uchida, 1995).

Ag uzerindeki elemanlarin boyutlari ve sayisi ile dugim noktasi sayisi problemin ¢ézimunde
cok oOnemlidir. Elemanlara ayrilan alanda, digum noktalari ve elemanlar ayri ayr
numaralandirilir. Dirichlet sinir kosulunu uygulamak igin sonlu elemanlar aginin orta

noktasindan (O) sol, sag ve asagi yone dogru gidildikge elemanlarin boyutlari artirilir.

7.3.3. Eleman Dizey Denkleminin Elde Edilmesi

SEY 1-B, 2-B ve 3-B tanimlanan diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimi igin kullanilabilir.
1-B ¢b6zumde bir egri diizgln dogru pargalarinin bir serisi ile tanimlanir. 2-B ¢dzimde Ug¢gen
veya dikdortgen elemanlar yada her ikisinin birlesimi kullanilabilir. 3-B ¢6ziimde ise quadratik
Ucgen veya dikdortgen sekilli elemanlar kullanilir. Burada 2-B modellemede kullanilan

dogrusal ti¢ggen eleman icin eleman dizey denklemi asagidaki gibi elde edilir

2 2 ~
b +¢”  bibjrec;  bibc*eic | g . 2 116 [
(6} 2 2 ~ 2 ~
bib, +¢ic Db, +cic ka +Ck2 Oy 112 Oy 8
Burada
& = XZj — Xz bk:zi—zj C =Xj =X

Seklinde tanilnalir. Bu denklem sadelestirilirse, simgesel bir i- elemani icin asagidaki dizey

denklemi elde edilir.

ki, ki klis ¢71i ai
Koy Kpo Koz |8 [= 14|, (1.29)
Kay Kap Kaz | 45 ag

Bu denklem kisaca,

k'.u' =¢ (1.30)
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seklinde yazilabilir. Yukardaki denklemde i-elemani igin k', dugim noktalarinin

koordinatlarina, k, donusum katsayisina ve elemanin oziletkenligine bagli katsayi dizeyi

(stiffness matrix), u' diigiim noktalarindaki gerilimlere bagh (3x1) boyutunda siitun vektér,

s' elemana uygulanan nokta akima bagh (3x1) boyutunda siitun vektordiir.

7.3.4. Genel Dizey Denkleminin (Global Matrix Equation) Elde Edilmesi

Elemanlar diGgum noktalarindan birbirine bagli oldugundan, diugim noktalarindaki gerilimler
bir eleman igin yazilan dizey denkleminin ¢ézimuyle bulunamaz. Gerilimlerin hesaplanmasi
icin elemanlar icin olusturulan dizey denklemleri, sonlu elemanlar agina bagh birlestirilerek
genel dizey denklemi olusturulmalidir. Olusturulan genel dizey denklemi ¢ozilerek diagum

noktalarindaki gerilimler hesaplanir.

Denklem (1.30) sonlu elemanlar agindaki butiin elemanlar igin tiretilebilir. Sonlu elemanlarda
amag¢ butin elemanlarin katsayi dizeylerini toplayarak, tim yapinin katsayl dizeyine

donustirmektir.  Bunu gostermek igin Sekil 1.6 daki gibi (3x 3) boyutunda bir sonlu

elemanlar agi ele alinabilir.

;2;‘3@5 fx

et

L

I

Sekil 1.6.Sekiz dogrusal Gggen eleman ve dokuz digim noktasi olan sonlu elemanlar agi.

Burada agin 8 elemani ve yukardan asagiya dogru numaralandiriimis 9 digum noktasi
vardir. Denklem (1.30) da goruldugu gibi, bir eleman Gzerinde G¢ digum noktasi oldugundan
katsay! dizeyleride (3x3) boyutundadir. Bu dizeyleri birlestirerek tim agin katsayi dizeyi
haline getirmek icin diigiim noktasi sayisi boyutunda (9x9) bir kare dizeye gereksinim
vardir. Katsayi dizeyini olusturarak genel dizey denklemini elde etme islemine "Dogrudan
Rijitlik Yéntemi" denir. Burada bir elemana ait dizey denkleminde dizey ve vektorin satir ve
sutun numarasi (sonlu elemanlar aginda elemanin dugim noktalarinin numarasi), dizey ve

vektorin kenarlarina yazilir. Sonra sonlu elemanlar agindaki dugum noktasi sayisi
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boyutunda bir kare dizey (katsayi dizeyi, coefficient- stiffness matrix) olusturulur ve dizeyin
batin elemanlarina sifir degeri atanir. Bundan sonra, her eleman igin yazilmis denklemlerde
dizeyin kenarina yazilan digum noktasi numarasi, katsayi dizeyinin satir ve sutun numarasi
olacak sekilde degerler yerlestirilir. Ayni satir ve situn numarasina denk gelen degerler
toplanir. Bu iglem bitin elemanlar i¢in yapilir. Numaralandirma iglemi 1 numarali eleman igin

yazilan dizey denkleminde goérilmektedir.

Toplam sekiz eleman igin elde edilen dizey denklemlerinin katkisi toplanarak, genel dizey

denklemi
K, K, 0 K, 0 0 0 0 0 T4l [o0]
KZl KZZ K23 K24 KZS O O O 0 ¢2 0
0 Ky, Ky 0 Ky Kyge 0 0 0 | oy 0
Ki Kip 0 Ky Kig 00 Ky 00 04| |1
0 Ky Ky Ky Kgs Kgg Ky Ky 0 g (=10 (1.31.a)
O O K63 0 K65 KGG O K68 K69 ¢6 0
0 0 O K74 K75 O K77 K78 O ¢7 O
O 0 0 0 K85 K86 K87 K88 K89 ¢8 0
L 0 0 O O 0 K96 O K98 K99 __¢9_ _0_
seklinde  yazilabilir. ~ Burada; Ky, =k'u, Kp=k'u, Kg=0,., Ky=Kk"a,

Ky, = k22 + k11 +K31, ..., ¢ =41, ¢, = +¢> e esittir. Buna goére (1.31a) dizey denklemi

genel olarak tanimlanan bir sonlu elemanlar agi icin asagidaki gibi yazilabilir.

Kineny YU nsay = Sinsn (1.31.b)

Burada N ag Uzerindeki dugum noktasi sayisi olmak Uzere, (1.31) denkleminde K (N x N)

boyutlu, pozitif degerli, simetrik-band dizeydir. Bu dizey sonlu elemanlar agindaki tim
elemanlarin geometrisine ve 6ziletkenligine baghdir. Dizeyin késegen (diagonal) elemanlari

sifirdan (K;; >0) ve ayni siradaki kosegen disi terimlerden blyUktir. Dizeyde sifir olmayan

terimler késegene yakindir ve bandin disindaki batin terimler sifirdir.
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U sutun vektor batin dugim noktalarindaki bilinmeyen gerilim degerlerini icerir. S sutun
vektor ise buatin dugum noktalarindaki nokta akim kaynaginin ve sinir kosullarindan bilinen

gerilim degerleri ile sekil fonsiyonunun ¢arpim degerlerini icermektedir.

Denklem (1.31) de goéruldaga gibi tek bir eleman i¢in digim noktasinda hesaplanan gerilim
sadece o elemanin katkisiyla bulunur. Fakat sonlu elemanlar agi Gzerindeki bir dugim
noktasinin gerilimi, denklem (1.31) ile o digim noktasina komsu tim elemanlarin katkisiyla
hesaplanir. Bu nedenle sonlu elemanlar agindaki elemanlarin sekli ve dUgum noktasi sayisi
onemlidir. Sonlu elemanlar agi Gzerinde digim noktasi sayisi ne kadar ¢ok ise hesaplanan

gerilimler modeli o kadar iyi temsil eder.

Yukarda goéruldigu gibi S vektoériinde sadece doérdinci digum noktasini temsil eden
elemanda deger vardir. Boylece kaynagin oldugu yerde Poisson denklemi saglanmis olur.
Diger elemanlara sifir degeri atayarak kaynagin olmadigi noktalarda Laplace denklemi
saglanmis olur. Ayrica her dugum noktasi icin yazilan denklemlerde digim noktasinin
komsu olmadidi noktalar icin sifir degeri atayarak sinirlarda Drichlet sinir kosulu uygulanmig
olur.

7.3.5. Gerilim Alanin Céziimii

Denkime (1.31) kaynak terimini iceren situn vektoran sifirdan farkli elemanlari oldugundan
homojen olmayan denklem takimidir. Homojen olmayan denklem takiminin ¢ézimu dolaysiz
(direct) ve dolayl (indirect, iterative) yontemler olarak ikiye ayrilabilir. Dolayli yéntemler hem
algoritmalarinin kolayca programlanabilir olmasi hem de yuvarlatma hatalarinin az ve
yineleme (iterasyon) yapildikga birikme olmamasi bakimindan c¢ok kullanilir. Fakat bu
ybntemlerde daima bir yakinsama (convergence) problemi vardir. Dolaysiz yéntemler verilen
katsay! dizeyinin elemanlarini iglemler sirasinda degistirirler ve baslangigta ¢ok sifirl
(sparse) olan katsayi dizeyi sifir elemanlari daha az olan bir yogun (dense) dizeye donusgur.
Buna karsilik dolayli yontemler katsayi dizeyini degistirmez. Bu nedenle buyuk (N > 100) ve
cok sifirh katsay!r dizeyi olan denklem takimlarinin ¢6zUmu icin dolayli ydntemlerin
kullanilmasi o6nerilir. Fakat bu ydntemler ¢6zUme yakinsamazsa dolaysiz ydntemlerin

kullaniimasi zorunludur.

Genel dizey denkleminde, dogrudan katsayi dizeyinin tersi alinarak diger tarafa c¢arpan

olarak gecirilebilir ve ¢d6zim daha hassas sekilde dogrudan bulunabilir. Fakat bu yontem
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diger dolayli ve dolaysiz ¢dzim ydéntemlerinden daha fazla zaman alir. Yine de hizli bir

bilgisayar varsa bu yontem ile ¢6zim tercih edilebilir.

Dogrusal cebirsel denklem takiminin ¢éziminde kullanilacak yéntemin secgiminde; ¢6zim
sirasinda gereken islem sayisi, ¢carpma ve bdlme islemleri sayisi, kolay programlanabilir
olmasi, mimkin oldugu kadar az yuvarlatma hatasi olmasi ve ¢bézim hizi 6zellikleri
g6zonunde tutulur. Genel dizey denklemi Cholesky Decomposition, Gauss eliminasyonu, LU-

ayriklastirmasi (LU decomposition) vb. yontemlerle ¢ozulebilir.

" Cholesky decomposition" yontemine gore, herhangi bir A dizeyinin elemanlari, pozitif ve

simetrik ise bu dizey

LLT = A

seklinde yazilabilir. Burada L dizeyi alt lggen dizeyi, L' ise L dizeyinin devrigini

gostermektedir. L dizeyinin kdsegen elemanlar 1 dir. Burada,

L; =0 (i-j>m)

dir. Buna gére Ax=b denklemi asagidaki sekilde adim adim

Ly=b (1.32)

L'x=y (1.33)

¢ozulur. Denklem (1.32) ile 6nce y ¢ozullr ve daha sonra ¢ozum (1.33)’ de yerine konularak
x bilinmeyen yoneyi bulunabilir. Bu yontem o6zellikle n veri sayisi m parametre sayisindan
blyUk oldugu (n>>m) durumlarda (alt Gggenlere bdlme yéntemi) etkilidir. Burada ele alinan
problem igin veri sayisi parametre sayisindan fazladir. Bu ydéntem Gauss eliminasyon

yonteminden ¢ok daha ¢abuk ¢6zime ulasmaktadir (Dey ve Morrison 1979).

7.3.6. Gerilimin (x,k,,z) Uzayindan (x,y,z) Uzayina Déniistiiriilmesi ve GO Hesabi

y!
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(x,ky,z) uzayindan, (x,y,z) uzayina donusum ile 2-B iletkenlik dagilimi nedeni ile olusan

Uc¢ boyutlu gerilim dagilimi hesaplanabilir. Donlsim islemi Fourier cosinus donlisimu ile

gerceklestirilebilir.  Denklem (1.31) den hesaplanan gerilimler (¢(x, v 2)) (XKy,2)

uzayinda c¢ozilmustir. Bu degerlerin (X,y,z) uzayina doénustirilmesi gerekmektedir.
Doénusim igsleminde kullanilan ky nin secimi deneme yaniima yolu ile yapilmaktadir. Bu

degerler sifir ile dort arasinda secilerek gercgeklestirilebilir. Fakat herhangi bir yer modeli icin

ag boyutunun degismesi (dx ve dz araliklarinin degismesi) yeni k, degerlerinin bulunmasini
gerektirmektedir. Ayrica ayni model igin her farkli AB/2 degeri icinde k, degerlerinin yeniden
dlzenlenmesi gerekmektedir. k, degerleri deneme yanilma yontemi ile bulunarak homojen

bir model i¢in dogru olup olmadigi butin AB/2 degerlerinde kontrol edilmelidir. k,

degerlerinin kag adet olmasi bir kurala bagh degildir. Ornegin, Dey ve Morrison (1979)
yaptiklari programda bes adet, Rodi(1976) yedi adet, Uchida (1995) ise onddért adet ky

degeri kullanmistir. Uchide ky degerlerini ag boyutuna baglh olarak tanimlamigtir. Her

modelde ¢ (x,k,,z) genel davranisi ky =0 icin asimptotik olarak diiz bir tepki fonksiyonuna,

1Ry

ky nin en blylk deg@eri icin dizglin azalarak sifira asimptot olmaktadir. Dénidsim islemi

¢(x, y,z) yi uygun bir Ustel fonksiyona yaklastirilarak ¢(x, y»2) nin zarfini k' nin

degerleri icin (k,; <k, <k,,) analitik olarak

yl =

kyo _
h —ak, e
j e cos(k,b)dk, = ¢

k

[bsin(ok, ) - acos(bk, )] |2

yl

ile yapilabilir. Cézilen ¢ (x,k,,2) ler ¢(x,y,z) ye dénustirildikten sonra gorinur 6zdireng

i) yl
degerleri hesap edilebilir. Gerilim degerleri hesap edilirken farkli kaynak konumlari igin

¢ozulen dizeyin ylzeye karsilik gelen elemanlari daha sonra kullaniimak tzere saklanir.

Denklem (1.31) de gerilimin hesaplandigi dugum noktasiyla iligkisi olmayan digim
noktalarina karsilik gelen sttunlara sifir degeri atanir. Bu durumda koselerde Dirichlet sinir
kosulu saglanmig olur. Ayrica nokta akim kaynagini iceren dizeyde kaynagin bulunmadigi
noktalara sifir atamakla Laplace denklemi, nokta akim kaynaginda ise Poisson denklemi

saglanmig olur (Peksen 1996).

Denklem (2.3.14) ve (1.26) de katsay! dizeyi bir model i¢in bir kez kurulur. Daha sonra nokta

kaynak teriminin degisik konumlari i¢cin bu denklem sistemi ¢oézilerek istenilen modelin
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